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“Science is an adventure of the whole human race to learn to live in and perhaps to love the
universe in which they are. To be a part of it is to understand, to understand oneself, to begin to
feel that there is a capacity within man far beyond what he felt he had, of an infinite extension

of human possibilities . . .

| propose that science be taught at whatever level, from the lowest to the highest, in the

humanistic way.

It should be taught with a certain historical understanding, with a certain

philosophical understanding, with a social understanding and a human understanding in the
sense of the biography, the nature of the people who made this construction, the triumphs,

the trials, the tribulations.”

I. INTRODUCTION

The beginning of “modern” science, the science of
Galileo and Newton, was physics. This unique
blending of experiment and of synthesis, the
introduction of mathematics as the cadence of the
intimate joining of experiment and synthesis became
a model for the development of all science.
Experiment provided the clues, suggestions. Creative
imagination, inspired guesses emerge from the
synthesizers. Once upon a time, there was no division
of labor between synthesis and experiment-but this
changed as the skills of experiment and the skills of
the theoretical physicists separated into distinct
although overlapping qualities.

Physics addressed the whys of phenomena, in the
beginning, mostly natural like the movement of
planets and moons. This processed into simply
constructed motions like the trajectory of a thrown
object, falling bodies. Physics began the strict
process of rigorous definitions and precisely stated
laws, laws of motion, the law of gravity; concepts
were precisely formulated, e.g. the concepts of
energy and momentum, invented because they can
each be represented by a number describing a
system of any complication, going through whatever
internal collisions, processes, but the number never
changes. Obviously we tend to some chauvinism in
taking full credit for the formulation of what
philosophy professors call “the scientific method”.
The chemists provided the first proof of the existence
of atoms and biologists gave the first proof of the law
of conservation of energy.
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I. 1. Rabi

The history of physics is an unfolding of the laws
from their accurate accounting of a small domain of
observations to bolder generalizations, which could
account for a much larger domain. A prime example
is Newtonian mechanics with its wide application to
astronomical and terrestrial motions, the shapes of
planets, its tides, and so many other phenomena.

The study of electricity and magnetism required
new formulations -and as the phenomena became
better known, the laws of Coulomb, Ampere, and
Faraday were brilliantly assembled by Maxwell into a
new synthesis, which initially lived very comfortably
with Newtonian mechanics. Phenomena extending
over a vast spectrum of wavelengths: from the long
waves (many meters) of radio through the infra-red,
the visible, the ultraviolet to microwaves and x-rays
and gamma radiation of 10" m and smaller: all
electromagnetic. Meanwhile, other workers studied
heat, thermodynamics, the properties of dilute gases
and this inspired the quantitative use of the concepts
of “atoms and molecules”. A huge extension of the
domain of physics followed the experimental
demonstration of disturbing behaviors at the micros-
copic level. Quantum theory was one of the most
extraordinary revolutions of the 20" century. It
extended the Newtonian domain to the structural
units whose properties and interactions explained
chemistry and biology.

Almost all of the phenomena of chemistry now
found their explanation in the quantum physics
of atoms. Physicists meaningfully translated the



chemical statement: “Two elements combine to make
a compound” into “two atoms combine to make a
molecule”. A huge piece of chemistry then had to do
with structure of molecules; not only their chemical
composition, but their 3-dimensional structure.
Physics gave the basic Schrédinger equation and
began the process of understanding molecular
structures -a subject quickly taken up by computational
chemistry aided by the use of huge “atom smashers”
invented by physicists, but designed especially as
powerful (synchrotron) x-ray sources to deduce
molecular structures.

James Watson and Francis Crick both read Erwin
Schrddinger's (one of the founders of Quantum
Mechanics) 1945 book “What is Life” and this
suggestive title set them on the historic course, the
discovery of the double helix study of DNA and
consequently, the radical change of modern biology
to molecular biology.

Astrophysics and biophysics suggests the range of
subjects in which physics provides the instruments
and fundamental laws. Wherever subjects can supply
information from which the types of atoms and their
location can be ascertained, that is where physics
can help.

A recent NRC report states: “Because all essential
biological mechanisms ultimately depend upon
physical interactions between molecules, physics lies
at the heart of the most profound insights into
biology.”

Somewhat later in this lecture we will touch on a
quality of laws of nature, which provides, perhaps,
a clue to a profound unity of the sciences. The key
word is symmetry. It will turn out that ideas
of symmetry underlie the most fundamental laws of
nature. Symmetry, in art and architecture, describes
a harmony of proportions. This is applied in organic
and inorganic processes, in relativity and quantum
theory. We will show that much of this can be
conveyed to students in high school and early
college. Its omission seems to be inexcusable.

II. COHERENCE IN HIGH SCHOOL SCIENCE
EDUCATION

US high schools (ages 14-18, pre-university) do
not teach enough science. We are slowly increasing
the minimum amount of science taught from one to
three years. In many other countries, many more
science courses are required with the necessary
mathematics. However, if we now focus, not on
future physicists, or even on future scientists, but on
future citizens, then we find that the public science
literacy, i.e. the level of understanding of science by
the populations of many nations, developed and
developing, is far from what a 21% century world
requires.
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This indicates that in much of the world, education
to age ~18 does not produce science literate citizens
who can participate in the decisions of their
communities and nations in the vast potentialities of
21% century science and technology. These educated
citizens can also participate in decisions as to which
technologies are beneficial to the long term future of
nations and which may have adverse effects.

There are many similarities in the educational
problems of nations. For example, universally, primary
school teachers are poorly trained in science and
mathematics. This can be disastrous when primary
school education is all there is, or even in industrial
nations, where the attitudes of students towards
science is shaped by the early years of schooling.

Another (almost) universal defect is the failure
of school systems to recognize the natural hierarchy
of science as a combination of interrelated core
disciplines. One can imagine a pyramid (see
Appendix, Figure 1), the base of which is
mathematics, a pure invention of the human mind
(but with its own rationale for existence) that
provides the logical structure and the language of the
other disciplines. This is followed by physics, which
require mathematics as its language and provides
the logical underpinning for other disciplines.

Next in the hierarchy is chemistry. The assertion
that all laws of chemistry are logically supported by
physics is defensible; examples abound. The periodic
table lists the elements in a regular order that follows
from the quantum structure of atoms and the exchange
symmetry (i.e. the Pauli exclusion principle) provided
by the laws of physics.

It may suffice to establish the physics-chemistry
ordering in the pyramid by simply noting that all of
chemistry depends upon the (quantum) structure of
atoms and the resultant forces between atoms. In
the case of complex systems and the laws that
emerge from complexity, again the understanding
involves reduction to atoms or molecules. Some
examples are Brownian motion, the concept of
temperature and pressure, solutions of salts, and
electrochemistry. (However, it should also be noted
that many principles of chemistry are not usefully
reduced to wunderlying atomic and molecular
properties.)

In a similar manner, biology would appear in the
pyramid above chemistry, noting that modern,
molecular-based biology is underpinned by physics
and chemistry. James Watson’s (1968/1980) book,
The Double Helix details how powerfully these
subjects entered into the discovery of the structure of
DNA. Again, new laws of complex systems emerge
out of the complexity but can (usefully or not) be
reduced to basic properties of atoms and molecules.



What are the implications of all this for science
education? The hierarchy of complexity emerging
from simplicity should therefore be the guide for
pedagogue. It calls for the exposure of students, at
the earliest possible age, to study of the atom, the
key to this revolution in science and technology. It
would be useful for middle school students to have a
reasonable sense of how small atoms are and some
idea of the role of atoms in our understanding of the
world. This information should also come to them
through powerful out-of-school sources such as
museums, science magazines, TV science programs,
and newspapers that treat science.

Many school systems in Europe and Asia cycle
through the core disciplines—for example, teaching
a month of physics, then chemistry, and then
biology. This is an improvement on the US system,
in which about 50% of students study biology for one
year, followed by a year of chemistry, and then (for
only 20 %) a year of physics. In this proposed
hierarchy, a full year of physics must precede
chemistry to make use of the logical connections
-that everything is made of atoms and that physics is
the clarification of atomic structure subject to the
principles of quantum physics. There is no basis for
the pessimistic view that ninth graders cannot grasp
such abstract ideas. Because it takes about a billion
atoms to occupy a speck the size of the period at
the end of this sentence, atoms are indeed an
abstract concept. However, with computer simulation,
imaging, and modeling, students can be exposed to
the idea of atoms long before ninth grade. Ideas of
combinations of atoms into molecules whose curious
mechanics should replace and explain concepts of
combining elements to make compounds. These can
be modeled, and even the idea of forces binding
atoms together can be qualitatively taught before
ninth grade. Descriptive aspects of science should
be presented in middle school, where students
should also develop mathematical skills such as
graphing (slopes and intercepts) and be introduced
to algebra, data tables, and mathematical problem
solving. By ninth grade, students should have
learned enough algebra to begin the formal study of
conceptual physics.

Key Elements of a 21* Century Approach
to Science Literary

Again, there are many alternative approaches to a
detailed, 3-year core curriculum. Here is a summary
of the key elements in the present example of a
21% century approach to science literacy for all high
school students:

e There must be a core sequence consisting of the
three key disciplines, in the order of physics,
chemistry, and biology. Mathematical applications
should be continuous so that biology makes use
of all the mathematics up to pre-college level.
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e |t is essential that there be excellent laboratory
work that is closely synchronized with the course
work. Here we stress that a key to successful
laboratory work is “inquiry” rather than the
traditional “cook book” method.

Each discipline should spend 20 % to 30 % of the
course year on process, including selected pieces
of history, applications to societal problems, and
the social, political and economic issues that
entwine science and society. The importance of
this recommendation cannot be exaggerated.
The stories associated with the core disciplines
will be remembered long after E = mc? is forgotten.
The stories embedded in the content will help to
create a “science way of thinking”.

Teachers should have ample time to conference
with each other. This is professional development
in the best sense. If the nations are serious about
the importance of science education, they must
support the bold idea that teachers can profitably
use one day a week of course time which may
include tutorials on line or visiting scientists from
local universities. The conversations referred to
may be regular weekly meetings of the physics,
chemistry, biology, and math teachers. The
connections between disciplines should be
celebrated by many examples.

A crucial point is that the impact of atoms, atomic
structure, and molecule formation be taught early
so that students enter chemistry with a fair
command of atomic properties. Ideally, the
science, math, and computer learning curricula in
primary and middle school should be reviewed to
ensure a match with this dramatically new high
school sequence.

Students can be encouraged to select science
electives in, say, the third and fourth years after
the core P-C-B curriculum. Advanced Placement
or honors physics would be especially profitable,
as would a course in earth science, which would
make use of the students’ knowledge of the core
disciplines. Of course, many important subjects
are not mentioned here that can be inserted into
the core curriculum, offered as electives, or even
scheduled as a required fourth year. One is
astronomy; another is statistical theory, prediction,
and probability. The detailed folding in of
computers and educational technologies is also
missing from this sample curriculum, but these are
important as well.

As teacher interactions become a serious
component of life in high school, one can imagine
inviting in the history teacher and the art and
literature teacher to these meetings. Discussions
could lead to projects, seminars that would
illuminate the fundamental unity of knowledge.
We would then be truly educating our young
students for all possible futures.



III. TEACHING CONCEPTUAL PHYSICS

In the proposed “logical sequence” of introductory
courses, we are strongly advocating that the first
introduction to a full year study of a discipline be
physics, followed by chemistry and then followed by
(mostly) molecular-based biology. We expect that
high schools would require these core curricula
courses for all students, accompanied by mathema-
tics through at least pre-calculus, with many students
taking calculus. However, high schools should offer
elective courses and, in a truly 21* century school,
another full year of science should eventually be
required. An ideal candidate for a fourth year
requirement is earth science (Geology), which offers
the advantage of making use of all three core
disciplines. Environmental science is another
excellent integrated science that will teach the
student the full power of the combination of
disciplines. Elective courses would generally include
astronomy, a second and more advanced year of
physics, chemistry and biology. Often these would
serve as examples of university-level instruction.

The difficulty in the physics, chemistry and biology
sequence is that ninth grade (age 14-15) students do
not yet have the mathematics that usuall¥
accompanies physics taken by older students in 11
or 12" grade. Thus the course must emphasize the
grasp of concepts. The instructor must be aware of
the level of algebra that his students are comfortable
with and this implies the ability of the mathematics
and physics teachers to communicate with one
another on a regular basis.

The pioneer in the US on this kind of physics is
Paul Hewitt, who originally devised this type of
course for students who were considered mathema-
tically limited. However, as the new sequence of
“physics first” started to evolve in the US, Hewitt’s
approach was modified as were several other efforts
at engaging students in the concepts of physics, its
powers and processes, but with a dilution of the
requirement for any more than an introductory course
in algebra. One approach (ACTIVE PHYSICS,
Eisenkraft) concentrated on the applications of physics
to the immediate interests of these young students,
e.g. sports, the kitchen, etc. Another (Concepts in
Physics, Hobson) emphasized the modern physics
ideas of quantum theory and relativity.

We are now converging on a course which must
do several things:

1) Give the student a clear impression of the
respective roles of experiment and theory.

2) In spite of the small amount of mathematics,
students should be able to appreciate the
incisiveness of a mathematical statement, its
power to predict the future of a simple system

102

(e.g. a ball rolling on a smooth level surface) and
eventually, the value of mathematics in its role of
“the language of science”. Motivations like these
must improve the learning of mathematics.

The student should learn some of the history of
physics, its heroes and heroines, what kind
of characters created the concepts, e.g. Galileo,
Newton, Maxwell, Einstein, Feynman..., how
physics builds on prior knowledge and how great
advances come about. Included here are
something of the moral dilemma’s which faced
physicists (also chemists and biologists in the
next courses) as citizens of their nations in
contrast to their responsibilities towards the
entire world out of which emerged the heritage to
which each physicist is beholden.

Finally, the concepts enter. It is not often that high
school physics instructors can clearly distinguish
concepts from facts or parts of a physical system.
For example, consider this list: coal, oil, wood,
molecule, energy, waterfall, and battery. Which
word doesnt fit? It is surprising how many get it
wrong. Of course “energy” doesnt fit, it is a
concept, invented (discovered?) by physicists in
order to simplify the understanding of processes.
All the other words describe objects that exist even
without physicists. The awesome power of the
energy concept is derived from the Law of
Conservation of Energy, which tells us that if we
precisely define energy in various systems, e.g.
kinetic energy, potential energy, electrical energy,
nuclear energy, etc., then in a complicated device
in which balls are flying around, springs are
compressed and released, wheels are turning
every which way, Bunsen burners are lit, etc., etc.,
there is one number, the total energy, which stays
constant forever!

Other concepts such as momentum, velocity,
force, acceleration, angular momentum, temperature
and pressure, are also inventions out of the minds of
physicists, not only to torture students, but also to
enable the understanding of physical systems. It is
out of the skillful use of these and other concepts
that we can understand the pendulum clock (and
design better clocks), the trajectory of a thrown
object, the motion of vehicles, of ocean waves, of
continents, the flight of artificial satellites, the motion
of planets, stars and galaxies, the microstructure of
matter, radioactivity, the production of radio waves,
light from the sun and from other sources, the flow of
electrons in wires, conductivity, the processes
involving heat flow, etc., etc. In short, all of the
devices that support our post-industrial societies and
which, together with the expressions of human
feelings and aspirations, define our civilization.

The teaching of conceptual physics is much more
difficult than a senior high school (age 17-18)



physics course, even one requiring calculus.
Instructors cannot “hide” behind the algebra but
must emphasize the need for clarity in definition and
the grasp of the concepts as they are introduced.
The instructors must find sources (e.g. G. Holton’s
recent reissue of his Project Physics textbook) for
the process of how physics works the telling of
stories and, very important, the instructor must
choose his topics so that Conceptual Physics
becomes a prerequisite for chemistry. This requires
more communication between the instructors. The
key to a smooth transition to chemistry is atomic
structure: the forces between charged particles,
circular motion, energy states and the teaching of
that curious behavior of atoms: quanta with discrete
energy states, shell structure, the concept of angular
momentum but now quantized, e.g. spin. Here, we
expect that the students’ knowledge of atomic
physics will be enriched by the chemistry instructor
who can review these concepts (most high school
chemistry books compress a year’s worth of physics
into their first few chapters).

In fact, the beauty of the physics, chemistry and
biology sequence is just this use of physics in
chemistry and of chemistry and physics in biology.
However, the student in chemistry and then biology
is more advanced mathematically and so concepts
are now revised to reflect this mathematics.

In all of this, we emphasize that our design is for all
students so that the science way of thinking
penetrates into their minds and plays a role in
decisions that these future citizens must make as
participants in democratic society.

IV. WHAT IS SYMMETRY?

Much of science and mathematics has to do with
understanding how change occurs in nature and in
social and technological systems. Much of our
technology has to do with creating and controlling
change. Constancy, often in the midst of change, is
also the subject of intense study in science.

The simplest account that can be given about a
system is that it does not change. Because scientists
are always looking for the simplest possible accounts,
they are always interested, fascinated by any aspect
of a system (thing) that doesn’t change even when
many other aspects of the system do change.

Such are the conservation laws of energy, mass,
electric charge, momentum or angular momentum.
Just imagine a large number of molecules (or steel
bee bees) moving rapidly, colliding elastically with
one another and with the walls of a container and the
assertion: the total momentum of this array of

particles (8: ZBi , a vector sum!) remains constant
through time! A simpler example is an explosion of a

steel sphere, which is designed to fragment into
hundreds or thousands of pieces. Since the sphere
and its explosives were initially at rest, the total

momentum ZB' starts out at zero and therefore

remains at zero as the fragments fly out in all
directions. This remarkable simplicity may seem to
be difficult to verify, yet all physicists will agree that it
is a correct statement.

Symmetry is the operative concept of these
“quantities that remain constant”, the 4-syllable word
is “invariance”, e.g. the total momentum of a group of
particles is invariant (does not change) with respect
to time.

Often the symmetry refers to a pattern whose
appearance does not change when we rotate (or
translate), reflect (as in a mirror), or stretch in all
dimensions.

A more abstract form of symmetry is when we
compare different classes of particles as in this
sentence: the properties of a particle, e.g. mass,
lifetime, quantity of electric charge, and spin -do not
change (are invariant) when we change the sign
of the electric charge (i.e. change particle to
antiparticle).

Symmetry is a crucial concept in mathematics,
chemistry, and biology. Its definition is also applicable
to art, music, architecture and the innumerable
patterns designed by nature, in both animate and
inanimate forms. In modern physics, however,
symmetry may be the most crucial concept of all.
Fundamental symmetry principles dictate the basic
laws of physics, control structure of matter, and
define the fundamental forces in nature. Some of the
most famous mathematicians and physicists had this
to say about symmetry:

"l aim at two things: On the one hand to
clarify, step by step, the philosophic-
mathematical significance of the idea of
symmelry and, on the other, to display the
great variety of applications of symmetry in
the arts, in inorganic and organic nature."

Hermann Weyl (in his book "Symmetry")

"Special relativity emphasizes, in fact is built
on, Lorentz symmetry or Lorentz invariance,
which is one of the most crucial concepts in
20th Century Physics."

C. N. Yang (Nobel Laureate in Physics)

"Look at the symmetry of the laws, i.e., look
at the way the laws can be transformed, and
leave their form unchanged...." and,
"Symmetry is fascinating to the human mind;
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everyone likes objects of patterns that are in
some way symmetrical.... but we are most
interested in the symmetries that exist in the
basic laws themselves."

Richard P. Feynman (Nobel Laureate
in Physics; in his "Lectures on Physics")

"l heave the basketball; | know it sails in a
parabola, exhibiting perfect symmetry, which
is interrupted by the basket. Its funny, but it
is always interrupted by the basket."”

Michael Jordan (former Chicago Bull)

The most powerful microscopes humans have built
are the great particle accelerators, such as the
Tevatron at Fermilab, in Batavia, lllinois. The
Tevatron accelerates protons and antiprotons in
opposite directions in a great circle, to energies of
one trillion electron volts (as though you had a one
trillion volt battery hooked up to a vacuum tube).
These particles then collide head-on. The quarks
and anti-quarks, inside of the protons and anti-
protons, themselves collide. By reconstructing the
debris from a collision of this kind physicists get a
kind-of "photograph” of the structure of matter at the
shortest distance scales ever seen, distances as
small in comparison to Michael Jordan' s basketball,
as the basketball is small in comparison to the radius
of the orbit of Pluto.

By studying physics at these tiny distance scales we
can see that the forces of nature begin to share a
common property, which is wunseen at lower
"magnification,” at the larger distant scales. Today we
understand that all of the fundamental forces in nature
are unified, in a sense, by one elegant symmetry
principle. This principle is subtle, and therefore it has a
fancy name: it is called “local gauge invariance."
Later on we' Il try to explain it to you, but for now
please accept this as a statement of fact.

The discovery of this unifying symmetry principle
has allowed us to leap conceptually to distance
scales one thousand ftrillion times smaller than can
be seen with our most powerful particle accelerators.
This has allowed us to conceive of what the Universe
was like in the first one billionth of one billionth of
one billionth of one billionth of a second! At such
short distances quantum gravity is active and rejects
our normal notions of space and time. There we
must use the symmetry principles (and related
topological ideas) to imagine theoretically the
complete unification of all forces. This leads to new
ideas, to something called the "superstring' '
arcane mathematical system called M-theory that no
one yet understands (we really don' t een know what
"M" stands for). Nevertheless, this is, perhaps,
the most symmetry-pregnant logical system ever
conceived by the human mind.

and an

Preface from a book on Symmetry
by C. Hill and L. M. Lederman

The purpose of this book is to provide a modern
perspective on the subject of physics, the basic
science of the laws and principles of space, time, and
matter. This is intended for use in an introductory high
school or college level physics course. It does not
replace the standard course material, but rather,
supplements it. This is also intended to be informative
and entertaining for the beginner or interested reader
who, at any stage of life, may seek a deeper under-
standing of what humans know about the physical
world around and within us.

It is not possible to omit the climbing of the
traditional ladder if one’s goal is the mastery of the
subject of physics. Physics is a very vertical subject.

Every physicist must learn what F =ma means, and
how to use it. This requires the natural language of
physics, which is mathematics, and we all know that
Differential and Integral Calculus was invented by
physicists! Every physicist must know that energy
and momentum are conserved; that these are
fundamental conservation laws that come from the
basic defining principles of physics. Yet, remarkably,
not every physicist knows that these conservation
laws and even the fundamental dynamical principles
of physics all come from something much deeper...
fundamental symmetries of the basic structure of
space, time, and matter.

The remarkable connection between the dynamics,
i.e., the conservation laws and the forces of nature,
etc., and symmetry, is a modern concept that was
invented in the 20™ century. It begins with the
philosophical approach that Einstein brought with his
reasoning about nature, but it is most evidenced in
the discovery of “Noether's Theorem”, which
intertwines dynamics together with symmetry. When
viewed from this perspective, the subject of physics
leaps well into the modern era.

We believe that fundamental ideas about the
connection of symmetry to physics are not far
removed from the beginning student. It seems to us
patently obvious that the best way to make physics
as interesting and relevant to beginning students as
it truly should be, is to introduce some of he ideas of
symmetry principles as early as possible. This
should be done with the rest of the curriculum. Basic
mathematical ideas about symmetry, e.g., “group
theory”, can also be introduced into the high school
math curriculum, perhaps with an example clearly
and completely worked out such as the symmetry of
the equilateral triangle. Many examples can then be
given of the interplay of symmetry with physics,
either in little self-contained problems or in
discussing the large framework of conservation laws
and the basic forces in nature.
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So why doesn’'t Johnnie know Symmetry? The
crucial role of symmetry in physics seems to us to be
at odds with the practice of the complete omission of
this subject in the teaching of beginning students, not
only in the high school curriculum, but in the
standard first year college calculus-based physics
course. Symmetry does not appear in the US
Standards. The absence of symmetry discourse in
our teaching of physics represents a throwback to a
purely nineteenth century perspective, which seems
to permeate the curriculum.

Now, students are always attracted to the modern
and “sexy”, highly visible end-products of modern
physics, e.g., semiconductors, lasers, nuclear and
atomic processes, superconductors, superfluids, the
formation of galaxies and black holes, the Big Bang,
quarks and strings. The process of really learning
about these things takes some six to eight years of
undergraduate and graduate physics courses. Only
then, if the student chooses a very abstract field of
specialization, such as theoretical physics, will she
begin to see the fundamental role of symmetry
emerging in the basic laws of physics. Indeed, even
today many practicing physicists have no idea about
the concept of, e.g., gauge invariance, which is the
basic symmetry principle underlying all known forces
in nature!

It is possible, nonetheless, to incorporate elements
of these underlying ideas of symmetry and its
relationship to nature into the beginning courses in
physics and mathematics, at the high school and
early college level. They really are not that difficult.
When the elementary courses are spiced with these
ideas, they begin to take on some of the dimensions
of a humanities or fine arts study: Symmetry is one
of the most beautiful concepts, and its expression in
nature is perhaps the most stunning aspect of our
physical world. We believe that symmetry will prove
to be a vehicle for stimulating and maintaining the
student’s interest in physics at the outset and a
connection to the deeper aspects of the physical
world. We have time only to present a few examples.

Application of Symmetry: Space and Time

The operation we chose first to test an aspect of the
space provided to us by our universe is to move a
laboratory along, say, the x-axis by a number of units,
e.g., N meters. This is a space translation say from
position A to position B, and the question we ask is:
do the experiments performed in the laboratory at
position A give results which are, in any sense,
different from experiments performed when the
laboratory is at position B? One might perhaps expect
that the amount of motion, N meters would appear in
the results of some measurements at B compared to
A. But in fact, we find that there is no effect of the
translation, the results of all experiments at A and B
are identical. The distance N cancels. Generalizing:
the laws of physics are invariant to a translation in
space. All points in space are equivalent.
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Translations in time give a similar result. The laws
of nature are invariant to the absolute time at which
these laws are tested.

Rotations of the laboratory in space are another test
of a symmetry of space. Thinking of a satellite (so as
not to be influenced by our awareness of gravity) way
out in free space, its orientation does not influence the
experiments carried out in the satellite.

We could apply this to a laboratory on the surface
of the earth, but then the rotation would have to
include the earth as part of the laboratory. The
conclusion then is: The laws of physics are invariant
to translation and to rotations in space and to
translations in time.

Now we introduce the mathematical physicist
Emmy Noether, who in 1913, proved a spectacularly
important theorem: for every symmetry there exists a
corresponding conservation law. This is not easy to
prove, but the consequences can be easily stated.

- The symmetry of space translations corresponds
to the law of conservation of momentum.

- The symmetry of space relative to rotations
corresponds to the law of conservation of angular
momentum.

- The symmetry with respect to time corresponds
to the conservation of energy.

Thus, these well confirmed conservation laws
teach us about the structure of space and time.
These are three examples of continuous symmetry
principles. Continuous because the transformations
of displacement in space can be any displacement
from a nanometer to a light year; the transformations
in time can be any amount of time and the space
rotations can be any number of degrees about any
axis. There are some important discrete symmetries.
I will list, without much discussion, the three important
ones that emerge from the quantum theory.

1.Mirror Symmetry: The transformation is reflection
in a mirror. The invariance is the statement that
everything seen in a mirror corresponds to a real
physical system. One way of stating this reflection
symmetry is that all experiments and laws of
nature derived from these experiments hold true in
the mirror world. The official name for this
symmetry is “parity” with symbol “P”. To illustrate
briefly, if one turns a screw with a screwdriver into
a block of wood, the clockwise rotation of the
screw advances it deeper into the wood. This is,
by convention, called a *“right handed screw”
(There is a right hand rule in which the thumb
points towards the advance of the screw and the
fingers naturally curl to indicate clockwise rotation
of the screws). But the mirror image of this
profound activity indicates a counterclockwise
rotation of the mirror screw as it advances into the
mirror block of wood. Does this violate a law of
nature? No, because the screws in our shop are, by



convention, right handed. However, it is easy to ask
the shop to make left handed screws. Such screws
exist. No problem! For those of you that are more
mathematical, if we have a coordinate system with
the z axis pointing to the mirror (the mirror is in an
xy plane), the reflection transformation is simply
replacing all z values in the laws of physics by —z.

and the better statement is: the laws of physics
are invariant to changing matter to antimatter. Its
fancy name is “charge conjugation” and the
symbol “C”. A mythical world composed of anti-
people does not obey the same laws of physics.

In summary, out of a plethora of symmetries, we

We would then state it in grown-up language as the  have described six: three “classical” symmetries and
laws of physics are invariant to replacing z three discrete (quantum) symmetries, P, T, and C.
everywhere it appears in the equations of physics We have omitted many important ones, one of which,
by —z. In the Noether theorem, it is called the Law as we said, merely establishes the theory of relativity
of Conservation of Parity. and has, as a consequence, the mysterious equation

2. Another discrete symmetry is the direction in E
the flow of time: past to future. So, the laws of 1)
physics are invariant to a change such that t (time)
is everywhere replaced by —t. Many readers would
here bridle and object because the experience is
that we get older, hair turns gray, a dropped and
hence smashed egg rarely puts itself together and
jumps up whole, into the hands of the cook.
However, the law finds its validity in microscopic
physics where, say, two particles collide and
perhaps change their states so that A + BIIC + D.

In “normal time” A collides with B, and C and D go

off in opposite directions at some angle with 2)
respect to the AB line. “T” or time reversal (f — -1)
invariance says that C + D coming in towards each
other (along the previous CD line) will always
produce A + B going out.

The examples out of our experience cited above
are derived from complex systems and their origins
and their relation to T invariance is outside the scope
of this discussion.

3. The final discrete symmetry here is a new twist,
not related to space and time, but to electric
charge. It says: the laws of physics are invariant

=mc®. We will close with two important statements.

The classical symmetries, to the best of our
current knowledge, are always true symmetries in
the sense of our definiton. The P, C, and T
symmetries turn out to be imperfect in the sense
that for certain types of quantum processes, they
faill  The laws of nature, for certain forces of
nature, are not invariant to the processes of P
(mirror reflection), T (time reversal), and C (matter
-anti-matter interchange). The study of this failure
is one of the hottest subjects in modern physics.

There is a symmetry that is crucial to the under-
standing of chemistry in the famous chart: The
Periodic Table of the Elements. It is called
exchange symmetry. Two identical particles, say,
electrons, or hydrogen atoms, are so really
identical that if we interchange the two particles,
the system looks exactly the same (definition of
symmetry). We have published the implications
of this in The Science Teacher (February 2001,
page 33). It is nothing less than the “Pauli
Exclusion Principle” which guides the structure of
the chemical elements!

These examples are designed to give you a

to a change in the sign of electric charge, i.e. glimpse of the importance and the power of the
electron — positron. However, it is more general  concept of symmetry.

APPENDIX

Figure 1.
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THE EFFECT OF TRAP ANHARMONICITY
ON THE CRITICAL TEMPERATURE
FOR BOSE-EINSTEIN CONDENSATION

Augusto Gonzéalez*, Instituto de Cibernética, Matematica y Fisica, Ciudad de La Habana, Cuba

ABSTRACT

The anharmonicity of a magnetic atomic trap at long distances from its center (forty times the radius of
the first atomic orbit along the elongated axis, i.e. hundreds of microns) is shown to increase up to 45 %
the temperature for Bose-Einstein condensation. This effect is perhaps small in the traditional traps, but
should certainly be taken into account in magnetic microtraps, which characteristic dimensions are
of order 1 mm .

PACS numbers: 03.75.Fi

RESUMEN

El anharmonicity de una trampa atémica magnética a las distancias largas de su centro (cuarenta veces
el radio de la primera 6rbita atdmica a lo largo del eje largo, es decir ciento de micras) se muestra para
aumentar por encima de un 45 % la temperatura para la condensacion de Bose-Einstein. Este efecto es
quizas pequefio en las trampas tradicionales, pero debe tenerse en cuenta ciertamente en microtraps
magnético que las dimensiones caracteristicas son de orden 1 mm .

Unlike the situation in liquid Helium, atomic vapors
undergoing Bose-Einstein condensation (BEC) in
magnetic traps are very rarefied'. As a consequence,
the free-boson model works extremely well.
Interaction  effects, computed in mean-field
approximation, are shown to decrease the critical
temperature for BEC in a few percent’. Still lower
corrections come from the approximation of the one-
particle discrete spectrum by a continuum of states,
the so-called “finite-N” corrections®, which also
decrease the critical temperature.

In the present paper, we show that a relatively
important increase of the critical temperature (up to
45 %) could be related to trap anharmonicities at
"long" distances from the center. By long distances,
we mean around forty times the radius of the first
atomic orbit along the elongated direction in the trap
potential, i.e. around 200 um. In the commonly used
traps, which characteristic dimensions are a few
centimeters, the belief is that anharmonic effects
should be very weak at distances of 200 um.
Nevertheless, we present an example of a recent
experiment’, in which the measured values of
the total number of atoms in the trap and the critical
temperature are not consistent unless anharmonicity
(or other) effects raising T, are included. On the
other hand, the trap potential should certainly be
anharmonic at 200 um in the recently developed
atomic microtraps®, which characteristic dimensions
are of order 1 mm.

E-mail: “agonzale @icmf.inf.cu
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In the continuum free-boson model, the critical
temperature is simply estimated from the conditions
No=0,u=0in:

o

gle)de

ocf 2 -

No is the number of atoms in the condensate, and
€ >0 is the one atom excitation energy. The chemical
potential takes values p < 0. g is the density of states.

N —Np

(1)
e

kgT

Magnetic traps with cylindrical symmetry are very
common. The trap potential, coming from the interac-
tion of an hyperfine atomic species with the magnetic
field, is proportional to the latter which, near the trap
center, has a minimum and is written as:

B(p, 2) = By + byp® + b, 7% )

The corresponding harmonic oscillator frequencies
are w, and w,. It is useful to define wy = (wﬁwz)%,in
terms of which the level density is written
gle) = 2 €¥(nmy)®, and the critical temperature
becomes:

kgT?

C

s
- {%J 0% = 0.94 N, (3)

where {(x) = Z1/nx is the Riemann Zeta function.
n=1



The corrections to T, due to interaction or ifnite-N
effects take, respectively, the form®®:

_ 70

Te OTC - ~1.332N%, (4)
Ts Io
— 0 m

% - 073 2N, (5)
TS ®g

Jn/(mawg), a is the s-wave scattering

length, and ® = (@, +2w,)/3. Typical values N ~ 10°,

where ry

alry ~ 102 lead to small numbers in the r.h.s. of
Equations (4,5). As mentioned, the corrections (4)
are computed within mean-field theory. More
elaborated variational calculations based on diffusion
Monte-Carlo® or hypernetted chain theory7 support
the validity of mean-field approximations at the
relevant particle densities. Notice that both corrections
(4) and (5) are small and make T. decrease. In a
general power-law trap, the corrections may be of any
sign and their relative magnitudes may be still
greater’. However, for usual magnetic traps one
expects a harmonic potential coming from (2), at least
in the vicinity of the trap center.

Let us suppose that at long distances, r >> rq,
anharmonic terms are relevant in (2). In fact, one
expects a saturation of the magnitude of B, which
should approach the bias field value as the distance
increases. In a trap potential that saturates at long
distances, the density of energy levels decreases at
high energies®. It means that the occupation of the
ground state is increased, and thus the critical
temperature is raised.

0.4

o
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Figure 1. Shift in the critical temperature as a function
of the energy cutoff. Solid line: corrections
coming from Equation (6), crosses: finite-N
calculations for the trap used in Reference 3.

We will model the density of levels of the
(saturating) anharmonic potential in the simplest
way: by truncating the one-particle spectrum. It means
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that an upper integration limit, € na, is set in (1). The
critical temperature is thus determined from:

2
)7 11 — &™),

(6)

¢(3) + Liz(e™) - tx Lio(e™) +

£4(3)

where we have defined t=T2/T,, X =€mnay /(kgT),

and Lik(z) =Zz” /n* is the polylogarithm function.

n=1

The corresponding correction to T, i. e. 1/t- 1, is
shown in Figure 1 as a function of x. It is around 10 %
when € oy = 4kBT§. As kBT§~ 103110)Z in many of
the experiments, energies of order 4kBTf involve
particle orbits of radius around 60 ro,. On the other
hand, when € na/ks = 2.5 Tf , corrections to TS reach

40 %, and the cutoff distance is around 40 rg,. A fit to
the long-x tail of the curve leads to:
}4

.

In quality of example, let us consider the trap used
in Reference 3, in which BEC of spin-polarized
Helium was achieved. The example is quite
interesting because independent measurements of N
and T, are reported. The authors-provided frequencies
are v, = 115 Hz, v, = 1090 Hz. The critical temperature,
number of atoms in the trap and the scattering length
are estimated as T, =4.7 £ 0.5 uK, N = (5 +2.5) x 10°,
a = 16 nm, respectively. Turning back to Equations
(3-5), we obtain that to a temperature T, = 4.7 ukK,
corresponds to a number of atoms N = 1.4 % 10/,
well above the error bars. On the other hand, if we
take the lowest value T, = 4.2 pK, then the number
of atoms is N = 8 x 10° a value closer but still
outside error bars. The reason for this apparent
discrepancy may be either the rough estimation of N,
or the anharmonicity corrections, which have not
been included.

Tc _ T(?
TS

kgTe

(7)

€ max

In conclusion, we have shown that the saturation of
the magnetic field at distances around 200 - 300 um
from the trap center leads to a decrease of the
density of energy levels, and thus to an increase of
the ground-state occupation and to an increase
of T.. We have modeled the decrease of the level
density simply by means of an energy cutoff
in the single-particle spectrum. The corresponding
correction to TY partially cancels out with interaction
or finite-N effects, both of which lower the critical
temperature. Although expected to be small, detailed
calculations of the magnetic field configurations in
the commonly used traps are needed in order to
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RELACIONES DE DISPERSION
EN FLUIDOS ROTATORIOS COMPRESIBLES

José Marin Antuia, Departamento de Fisica Teo6rica, Universidad de La Habana, Cuba

RESUMEN

En este trabajo se obtienen las relaciones de dispersion de ondas planas arménicas bidimensionales
en fluidos rotatorios compresibles y se analizan los diferentes casos relacionados con el angulo entre el
vector de onda y el eje de rotacion del fluido. Se obtiene la expresion de la velocidad de grupo de las
ondas y se busca la solucion de las oscilaciones de una pared inclinada sumergida en el fluido.

ABSTRACT

In this paper dispersion relations are obtained for two-dimensional harmonic plane waves in a rotating
compressible fluid. The different cases are analyzed in dependence of the angle between the wave
vector and the rotation axis of the fluid. An expression for the group velocity of the waves is obtained
and the solution of the oscillations of an oblique wall immersed in the fluid is founded.

1. INTRODUCCION

En trabajos anteriores [1]-[2] fue obtenida una
ecuacion diferencial de cuarto orden para la
descripcion de los procesos fisicos bidimensionales
en fluidos rotatorios compresibles y se obtuvo la
posibilidad de excitacion y propagacion de ondas
periddicas armonicas provocadas por oscilaciones
de paredes verticales y horizontales sumergidas en
el fluido mediante la obtencién explicita de las
soluciones analiticas de los problemas de frontera
correspondientes.

En el presente trabajo se obtiene una relacion de
dispersion para las ondas planas en el fluido
rotatorio compresible, se discuten los resultados
obtenidos y la relacion entre la velocidad de grupo
de las ondas y el vector de onda. Se da, ademas,
una solucién para el problema de las oscilaciones de
una pared inclinada sumergida en el fluido.

2. DESARROLLO

1. Consideremos un fluido rotatorio compresible que
ocupa todo el espacio. La ecuaciéon que describe
las oscilaciones pequefas bidimensionales en
este fluido es [1]:

2
_m28_u=0 (1)

Llul= —
[u] P

ot?

92 [ 9%u
ot?

Vau+ mzu}

donde V3 es el laplaciano en las coordenadas (x, z),

o es el duplo de la velocidad angular de rotacion del
fluido que gira alrededor del eje Oz y u(x, z, t) por su
sentido fisico es la presiéon dinamica del fluido, o
cada una de las componentes v, vy, v, del vector

E-mail: 'marin@ff.oc.uh.cu

de velocidades de las particulas del fluido. En la
obtencion de (1) fue considerado que du/dy = 0, es
decir, que los procesos son simétricos en el eje Oy.
Para simplificar las notaciones hemos considerado
la velocidad del sonido en el fluido ¢ = 1.

Propongamos a la ecuacién (1) una solucion del
tipo

U = U &K1 2)

- -
donde k = (ky, k3) es el vector de onda, x = (x,2)y
v es la frecuencia de la onda. Sustituyendo (2) en
(1), obtenemos:

Y - o) — cos ¥k* + 0’k® cos 6 = 0 (3)

5
donde 6 es el angulo que forma el vector de onda k
con el eje Oz, o sea, con la direccién del vector de
velocidad angular del fluido. La expresion (3) es la
relacién de dispersiéon de las ondas planas en el
fluido rotatorio compresible. De (3) se obtiene

o -
©?cos? -2

La relacién de dispersién (4) nos permite concluir la
diferencia sustancial que existe entre la propagacién
de ondas planas armoénicas en un fluido rotatorio y la
propagacién de dichas ondas en un fluido en reposo.
Para m — 0 de (4) se obtiene la recta k = |yj; es decir,
la relacion conocida de las ondas planas. Ademas, se
observa que, en dependencia del valor del angulo 6

(o sea, de la direccion del vector de onda I?), el
cuadro cambia cualitativamente.
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Efectivamente, en el caso en que el vector de onda

sea paralelo al eje de rotacién del fluido, la relacién
de dispersién (4) se transforma en la expresion k = I,
lo que significa que en la direccion del eje Oz se
propagan ondas planas arménicas con cualquier
frecuencia 7, incluyendo la onda tipo escalon (Y = 0).
Para las ondas planas armoénicas con vector de onda

inclinado (0 < © < T/2) se obtiene que no para todo
valor de Y pueden propagarse las ondas. Efectiva-
mente, existe una zona prohibida para la frecuencia
Y:®cos <Y<

Por dltimo, en el caso en que el vector E sea
perpendicular al eje de rotacién del fluido (8 = m/2),
la relacion (4) solo tiene sentido real cuando Y > O,
Esto significa que en ese caso se propagaran
solamente aquellas ondas cuya frecuencia ¥ sea
mayor que el duplo de la velocidad angular .

2. Calculemos la velocidad de grupo de estas ondas.
Después de derivar (3) se obtiene para la velocidad

de grupo la expresién
_ k2 { k1’ kS} (5)

De la expresion (5) para la velocidad de grupo
pueden sacarse las siguientes conclusiones. En
primer lugar, para el fluido en reposo (® = 0) y
teniendo en cuenta que en este caso k% = ¥°, de (5)
obtenemos

»Y2 —_ mz
72

Y

M
¢ o2 -?

e 1%
vg ==k
¢y

N
Vit

(6)

Es decir, la velocidad de grupo coincide con la
velocidad de fase; no hay dispersion y la energia de

las ondas se propaga en la direccion del vector E

En segundo lugar, en general para @ > 0 la direc-

—

cién de vg, es decir, la direccion de propagacién de
la energia de las ondas, no coincide con la direccién

del vector de onda k vy tiene lugar la dispersion de
las ondas.

En el caso en que la direccion del vector E
coincida con el eje de rotacion Oz, es decir, para
0 = 0, como k; = 0, ks = k, k = [¥], para la velocidad
de grupo tendremos

{0,

Es decir, de nuevo las ondas se propagan sin
dispersion.

5
Vg =

»Y2 — 0)2
»Y2

1%

oo

Y
—0? -2

—k

Vi

272 7)

Si 6 = /2, bajo la condicién Y > ® de propagacion
de las ondas y, en virtud de que de (4) en este

caso k = 4 Y2 —®?  tendremos para el vector de la
velocidad de grupo:

Es decir, nuevamente una propagacién sin dispersion
de las ondas.

Los resultados aqui obtenidos coinciden con los
de los trabajos [1], [2] mencionados anteriormente
en los que aparecen calculadas las expresiones
analiticas de las soluciones de los problemas sobre
la excitacién de ondas planas por paredes oscilantes
sumergidas en el fluido, colocadas respectivamente
en posicion horizontal y vertical.

3. Intentemos hallar una expresién analitica del pro-
blema de la excitaciéon de ondas planas armonicas
por una pared oscilante inclinada respecto al eje
de rotacion del fluido, sumergida en el fluido
rotatorio compresible.

Supongamos que en el fluido rotatorio compresible
se encuentra una pared I' que oscila por la ley 6(t)
sin 1t y que rota junto con el fluido, donde ¢ es el
angulo de inclinacién de la pared I' con el eje de
rotacién del fluido. Entonces, el problema fisico-
matematico sobre la emisién de ondas provocadas
por las oscilaciones de la pared I sera:

a3y

o 242 e aey |- 2
i o] i =
ak
“U _0Vk=0,1,23 9)
atk t<0

U(X,Z,t) lxzer = O(t) sin 1t

donde u tiene el sentido fisico de la componente de
la velocidad de las particulas del fluido perpendicular
a la pared I'. Introduzcamos un sistema nuevo de

S

Entonces, en las nuevas coordenadas y en virtud
de la invarianza del laplaciano, el problema (9) adopta
la forma

g
n

cos?® sin®
—sin® cos?

X (10)
y4

2

J
uJ—O)zsinzag—L; =0VE>0,t>0



oku

| =0vk=0.1,23

t<0

(11)

u(Em,t) le—o = B(t) sin vt

donde, ahora, V3u = Ug +U,,. Consideraciones fisicas

nos permiten afirmar que la solucién u no depende
de 1. Por ello, la ecuacién en (11) adopta la forma

2 2 2
aat—zlié;—g—gg—g+m2u}—w2 cos? 0

92u

— =0 (12
a2
donde 6 es el angulo entre la direccion del vector

de onda l? y el eje Oz. Apliqguemos a (12) la trans-
formada de Laplace; como resultado obtenemos:
p*(p°+ @)U — (p° + of cos® O)U;: =0 (13)

de donde, para la funcién U(&,p), transformada de
Laplace de u(&,t), obtenemos el problema de Cauchy

Us - 14
= p2 + ®?cos® O (4)
Y
U(E,0) =
p? +7°

La solucién acotada del problema (14) tiene la forma

p2_'_(1)2
y P\ 2, 2 7g
U(&,p) — e p°+m° cos“ 6
p2 +,Y2
Sobre la base de las relaciones de dispersion
obtenidas en el punto 1 del presente trabajo, la
solucién del problema (11) debera tener la forma

) 0?2
. " 02 cos? 6 2
u,t) = sinyte i

la que para y < wcos6 y v > o tiene caracter oscilante
y para ocosb < 7 < o tiene caracter amortiguado.
O sea, que en el primer caso las ondas se propagan
y en el segundo no. Como puede apreciarse, de
(16), para 8 = 0 y para 6 = /2 se obtienen los
resultados de [2] para las paredes oscilantes sumer-
gidas horizontal y verticalmente en el fluido.

(15)

(16)

3. CONCLUSIONES

Los resultados arriba expuestos tienen interés
para el ulterior desarrollo de la teoria de la excitacion
y propagacion de ondas bidimensionales en fluidos
rotatorios compresibles y estan en plena corres-
pondencia con resultados anteriormente obtenidos.
Sin embargo, la obtencion de una expresion analitica
para la solucién del problema (11) se dificulta en
grado extremo, debido a que la expresion (15) es la
transformada de Laplace de un original muy dificil
de calcular. La aplicacion del método de fase
estacionaria expuesto por Copson [3] permitiria
obtener la expresion asintética para t — < del original
de la funcion (15), la cual coincide con (16).
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METODO SEMIABSOLUTO DE MEDICION

DE SECCIONES MACROSCOPICAS DE ABSORCION

DE NEUTRONES TERMICOS
EMPLEANDO FUENTES ESTACIONARIAS
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RESUMEN

En el presente trabajo se expone un método semi-absoluto para obtener la seccién macroscépica de
absorcién de neutrones térmicos dada una muestra de un material desconocido. Otros parametros,
no menos importante, pueden ser igualmente obtenidos. Tres factores fundamentales y necesarios se
combinan en estas mediciones: facilidades experimentales existente, sencillez a la hora de ejecutar los
procedimientos de medicion y uso de cantidades minimas de material. Se someten a consideracion los
resultados obtenidos, aplicando la metodologia novedosa para un prisma de grafito que contiene una
fuente de Pu-Be cuya intensidad es de 107 n/s, efectuando las mediciones en muestras de agua ligera
envenenada con acido bérico (~150c.c) y utilizando un detector gaseoso de BFs.

ABSTRACT

A semi-absolute method to measure the macroscopic absorption cross-section for thermal neutrons
using a sample of an unknown material is exposed on present work. Other parameters, less important
no, can be equally obtained. Three fundamental and necessary factors combine in this technique:
available experimental facilities, simplicity executing the measure procedures and demanding
minimum quantities of bulk material. Measurements of light water poisoned with boric acid samples
(~150c.c), placed deep in a graphite pile are performed. We have used a Pu-Be neutron source which
strength is 10" n/s and a BF; gassy detector. Results applying the novel methodology will be

discussed here.

INTRODUCCION

Para la geofisica nuclear son de gran interés los
macroparametros que caracterizan el movimiento y
la interacciobn de los neutrones térmicos con la
sustancia, en especial, la seccion macroscépica
de absorciéon de neutrones térmicos X, ya sea de
las rocas matrices, esquistos o de los fluidos
constituyentes. El conocimiento de la misma puede
mejorar significativamente la correcta interpretacion
de cualquier registro litolégico. Los valores de X,
en diferentes rocas y salmueras son factores
importantes en el andlisis cuantitativo del tiempo de
sondeo neutrénico. Las curvas de calibracion
confeccionadas a partir de datos sobre la porosidad
neutronica, basadas en la deteccién de neutrones
térmicos dependen de la seccién macroscopica de
absorcion de las rocas, entre otros factores [1-5].
En la caracterizacion de yacimientos petroliferos con
generadores neutrénicos de pozo es indispensable
contar con datos de la X, de las rocas matrices.

La razén que obliga a medir solo mediante vias
directas el valor de X, en rocas matrices, es la
presencia de elementos de trazas (minoritarios) alta-
mente absorbentes en el material, cuya composicién
quimica exacta resulta bastante dificil conocer. Para
que se tenga una idea: la variacién en el contenido
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de tierras raras o boro a niveles de unos pocos ppm
(casi indetectable) dentro de la roca, puede
contribuir de manera nada despreciable (por encima
de un 50%) en el valor de la seccién de absorcion
[1,4]. De manera general, se puede afirmar que la
medicion experimental de X, es un procedimiento
dificil porque presenta ciertos inconvenientes a los
cuales no siempre pueden darseles soluciones
adecuadas. Por su parte, los experimentos que
se realizan empleando fuentes radioisotopicas de
neutrones, a pesar de las consabidas ventajas
desde el punto de vista de la simplicidad
experimental, tienen ciertos inconvenientes si se
quiere establecer de alguna manera una sistematica
y unicidad en la metodologia a desarrollar.

El primero de los problemas se refiere a que en
todos los experimentos para la medicion de X,
cuyos neutrones empleados provienen de una, o un
conjunto de fuentes estacionarias; la variaciéon de la
respuesta del detector, colocado a cierta distancia
de una muestra, estqd asociada tanto a efectos
dispersivos como a las absorciones de los neutrones
por la propia muestra en estudio. Las ecuaciones de
la teoria del transporte para estos casos solo
establecen de forma directa una relacién de los
flujos neutrénicos con las geometria de la instalacion
y un pardmetro conocido como: longitud de difusion
de los neutrones L, el cual tiene de manera



intrinseca una dependencia de X, y a X La
blusqueda de configuraciones de medicion adecuadas
para tratar de minimizar o eliminar los efectos
dispersivos, ya sea de manera tedrica como a través
de calibraciones es un problema real cuya solucion
dependera de las posibilidades concretas a disponer
en la instalacion, o de la habilidad del experimen-
tador. Una forma muy elegante e ingeniosa, basada
en el principio del LPOM [6] resuelve esta dificultad y
fue propuesta para el caso de una medicion de X,
con una fuente neutrénica de 2*°Cf y utilizando un
detector diferencial de BF;. [7]

El segundo inconveniente radica en las carac-
teristicas propias de los materiales, cuyo rango de
valores de X, es muy bajo en comparacién con la
seccion de dispersién Xs. Para las rocas matrices, la
seccion macroscépica de absorcién varia entre
4 y 25 unidades de captura (1 c.u. = 10% cm™)
y es siempre menor que el valor de X5 entre 3 y
100 veces. [1].

El tercero y ultimo es la imposibilidad de cambiar
el tamafo de la muestra geoldégica manteniendo
constante su densidad total (esto puede efectuarse
solo en circunstancias muy particulares). Ademas, la
cantidad disponible de material de roca es usual-
mente bastante limitada (del orden de pocos
kilogramos) y la forma de la muestra puede ser
regular solo cuando la roca es triturada y puesta en
algun contenedor. [1]

Varios métodos han sido desarrollados, bajo el
supuesto de obtener una curva de calibracion, a
partir de un conjunto de muestras de rocas
estandarizadas cuyos valores X, son ya conocidos.
[8,9]. Ellos tienen su basamento en el hecho de que
para cierta instalacion existe una configuracion
fuente-muestra-detector con buena geometria donde
se pueden minimizar el efecto que producen las
dispersiones de los neutrones térmicos en la
muestra. [10]

Nuestro trabajo estd basado en el uso de las
técnicas de envenenamiento, las cuales son
empleadas indistintamente en muchos de estos
experimentos. A diferencia, aqui sera el soporte que
permite establecer una dependencia lineal de la
variacién de la longitud de difusién de una muestra
dada, cuando a ella se le adicionan pequefas
cantidades bien determinadas de un material absor-
bente de los neutrones cuya X, es bien conocida
[11, 12]. La muestra a estudiar esta rodeada de un
medio moderador cuya funcibn es mantener
confinado en un volumen del espacio el campo
neutrénico provocado por una fuente puntual. De
forma tedrica y sin necesidad de una curva previa de
calibracion cuyo caracter casi siempre es empirico,
se puede obtener el valor de la X, de la muestra en
estudio, entre otros pardmetros.
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MATERIALES Y METODOS

La metodologia se ha desarrollado para una
instalacion experimental donde es posible confinar un
campo neutrénico en un régimen estacionario y
en alguna zona del mismo existe una cantidad
apreciable de neutrones bien termalizados. En
nuestro caso se trata de un clasico Prisma de Grafito.
Este dispositivo estda compuesto por bloques
monoliticos de grafito de alta pureza o de reactor
(p = 1.674 g/cm®). Ellos se disponen de tal manera
que conforman un cubo perfecto de 180 cm de arista
como se aprecia en la Figura 1. El prisma dispone de

Figura 1. Esquema a escala del prisma que muestra
la disposicién de los bloques de grafito.

un canal central horizontal cuyo diametro es de
43 mm para la introduccion de la fuente, piezas
cilindricas de grafito, la muestra (120 ml) y el detector
(ver Figura 2).

Figura 2. Disposicion relativa de la fuente,
la muestra y el detector para un
experimento en el interior del prisma:
1,3,5. Cilindros o tacos de grafito,

2. Porta fuente (EI punto negro
representa la fuente de Pu-Be);

4. Pomo con agua;

6. Detector de BF;.



El célculo tedrico de la distribucién de flujo
neutrénico a lo largo del canal central, suponiendo
que el prisma es lo suficientemente grande y el
moderador elegido, en este caso grafito, permiten
garantizar el establecimiento de un equilibrio térmico
de los neutrones provenientes de la fuente con los
atomos del medio; conduce a la soluciéon de la
ecuacion de transporte neutrénico siguiente [11]:

B(VZCD(r))— T, D) +Qd(r-ry)=0 (1)
donde se define la longitud de difusién de los neutro-
nes dentro de un material como:

L=, D/%,

Esta es la conocida aproximacion P; de la difusién
de neutrones térmicos, considerando una fuente
puntual situada en la posicion ry. Los autovalores de
la ecuacion (1) seran siempre dependientes de L y
determinaran la forma de la funciébn &(r) en el
sistema de coordenadas seleccionado para resolver
el problema, lo cual habia sido comentado ya en el
inicio. Debemos aclarar que para el caso de un
medio moderador débilmente absorbente (X, << X¢)
es correcto definir los parametros de la difusion a
través del promedio sobre el espectro energético de
equilibrio (maxwelliano). Esto es que el coeficiente
de difusién D y la seccidén macroscopica de absor-
cién X, se pueden escribir como: [11]

(@)

BZT E) 1 et dE
2 KkT J3[Zy (E) + 2, (E)] KT’
— T(E —ext dE
Iy= [—]Za(E)e — (3)
! KT KT

Ahora bien, constituye un hecho experimental
que si se ha establecido un campo neutrénico,
caracterizado por un flujo ®(r), mediante una fuente
isotopica en el interior de un moderador; al sustituir
una pequefa porcidn del mismo por un material
diferente; se produciran variaciones apreciables en
el flujo neutrénico estacionario y ellas se pueden
registrar colocando un detector detras de la muestra.

La solucion a este problema se obtiene aplicando
la teoria de perturbaciones a la ecuacion de la
difusién (1) y teniendo en cuenta los cambios que
apareceran en la definicién de las regiones interiores.

Es conocido ademas, que se establece una
proporcionalidad directa entre la velocidad de
conteos del detector y el flujo de neutrones térmicos
en una posicién determinada. Si esto es asi, es
posible encontrar una expresién para la longitud de
difusién L' de la muestra desconocida. A la misma se
arriba como resultado de escribir el flujo neutrénico a
través una serie del tipo:
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() = 2O (r) + 50B(r) + 8P D(r) +A + 5V D(r)  (4)
cuyos términos se pueden relacionar por una
formula recurrente. [13]. El primer sumando de la
serie ®9(r) no es otro que el flujo neutrénico no
perturbado inicial ®(r).

Un resultado relativamente simple se obtiene
para el caso de una geometria cartesiana; pues
cuando se exige la convergencia de la serie (4) se
llega a una expresion muy sencilla, que se constituye
en una de las formulas de trabajo:

donde: L es la longitud de difusion del moderador
(grafito en nuestro caso),

Z, la velocidad de conteo medida cuando no
se ha introducido la muestra (medicion de
calibracion),

Z' la velocidad de conteo después de intro-
ducirla y colocado el detector en la misma
posicion de la medicién anterior y

F; un parametro geométrico adimensional,
independiente del tipo de material y que
se puede expresar de forma analitica para
este caso. [13]

1 p—
L2

1

il

=

Z-Z4
F-Z

(5)

La expresion (5) es aun insuficiente para calcular
el valor del parametro X, de la muestra. Para separar
en la respuesta del detector las contribuciones de las
absorciones y dispersiones de los neutrones
acudimos a un envenenamiento gradual de la misma.
Emplearemos para ello un elemento fuertemente
absorbente (Boro) y en cantidades minimas lo que
garantiza evitar distorsiones significativas en el
espectro energético de equilibrio (heating effect).
Dichas consideraciones conducen a la siguiente
expresion lineal:

1 1
—L4(H3BO3) + —-
D* L2

1

(6)

Aqui L' es la longitud de difusién de la mezcla
(H3BO3 + sustancia inicial); £4(H3BO3) es la seccién
macroscépica de absorcion del &cido bdrico para
neutrones térmicos presente en la muestra, promedia-
da sobre el espectro de Maxwell; L¢ es la longitud de
difusion de la muestra original y D es un coeficiente
de difusion caracteristico donde se ha reflejado el
hecho de que nuestro detector no esta situado dentro
de la propia muestra envenenada. Los experimentos
de comprobacion realizados con disoluciones de acido
bérico en agua deben conducir a:

= ¥, (HsBO3) + —— (7)
5 (De-Dw) = L
T4(H;0) = 21 ®
Ly



donde las magnitudes con subindice (w) se refieren
al agua pura o muestra inicial, con subindice (D) a la
solucién y (G) al grafito. [13]

Los valores de secciones macroscopicas para el
acido borico presente en la disolucién fueron
calculados a partir de los datos nucleares de sec-
ciones microscépicas o, de las bibliotecas ENDF [14]
y JENDL [15] y utilizando el programa INTER [16,17].
Los valores finales de o, para los elementos quimicos
naturales y promediados sobre un espectro maxwe-
lliano se calcularon con el programa Intermix [18].

RESULTADOS

Para la comprobacion de la metodologia descrita
se realiz6 un experimento con una muestra de agua
(120ml), una fuente isotopica de neutrones Pu-Be y
un detector proporcional de BF3 cuya disposicion se
refleja en la Figuras 2y 3.

La fuente isotépica de Pu-Be utilizada tiene una
potencia de (1.6 + 0.7)10" n/s y es de forma cilindrica
(D@ =17.8 mm, L =22.0 mm). Ella se coloca dentro de
un contenedor de grafito como muestra la Figura 3.

El sistema de conteo neutrénico utilizado consta
de un detector proporcional gaseoso de BF3;, modelo
SNM-12 (fabricacién soviética) cuyas dimensiones
son las siguientes: 170 mm de longitud efectiva
y 7 mm de didmetro exterior. El contador esti
conectado por medio de un cable coaxial de 10 m de
longitud a un pre-amplificador CANBERRA modelo
2005. Después de 20 m de cable soterrado, el
sistema de deteccion se conecta a un rack
CANBERRA modelo PS 12/1 que contiene a la
fuente de alimentacion modelo 3106 B y un
amplificador espectrométrico de investigaciones

modelo 2020. La parte final del sistema de medicién
se completa con un rack EUROCAR donde se ha
dispuesto un analizador monocanal TSCA 301 y un
scaler-timer 401. Las mediciones se realizaron para
un voltaje de trabajo del detector de 536 V.

Un mapeo para la blusqueda de una posicién
optima de irradiacion, esto es que se garantiza un
flujo bien termalizado donde son validas las
aproximaciones propuestas, fue realizado a priori.
La Figura 4 presenta los resultados del estudio. Se
observa, que para ciertas configuraciones, el valor
calculado de la longitud de difusién para una
muestra de agua se mantiene mas o menos
constante, al colocar el detector en diferentes
posiciones detras del contenedor, lo que fue pre-
dicho por la ecuacion (4). Una vez elegida la
posicién 6ptima se realizaron las mediciones del
flujo neutronico colocando diferentes muestras de
agua débilmente envenenadas con acido bdrico
(0.3 % - 1 %), la Tabla 1 presenta los datos de las
muestras utilizadas.

Tabla 1. Secciones macroscépicas de absorcién prome-
diadas para el acido bérico afiadido a la muestra.
Fueron calculadas teniendo en cuenta las sec-
ciones microscépicas de los elementos y las
densidades de las disoluciones.

Disolucion (g‘/’E‘r;s) (El\)iIa)F) (JE%DL)
HsBOs — 0,30590 %| 0.99380 | 0.0198615 | 0.0198496
HsBOs — 0,50222 %| 0.99558 | 0.0326669 | 0.0326470
HsBOs — 0,70013 %| 0.99981 | 0.0457337 | 0.0457056
HsBOs — 1,00573 %| 0.99630 | 0.0654646 | 0.0654251

Detector

Figura 3. Esquema de las distancias geométricas necesarias
y detalle de los contenedores para la fuente y la muestra.
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Distribucion de los valores de la L del Agua con una distancia F- M de 80 cm en el prisma de grafito

Z

VValores de L del Agua (cm

42.84737
45.68947
48.53158
51.37368
54.21579

40.00526

34.32105
37.16316

Distancia
fuente -
fondo (cm)

10,41

14.42632
25.79474

20.11053 ]
22.95263
S 28.63684
' 31.47895

17.26842 —
7

Muestra - D (cm)

Fuente a 0 cm
Fuente a 20 cm
Fuente a 40 cm

Figura 4.
Variacién de la Longitud de Difusién
de la Muestra de Agua medida
para diferentes geometrias.

Los resultados experimentales aparecen en la
Figura 5. Los ajustes lineales segun la ecuacién (5)
tienen una buena correlacion (99 %) y los errores de
la pendiente y el intercepto fueron del 7.9 % y el 3 %

respectivamente.
[em?] Datos del JENDL 3.2 [em?] Datos del ENDF/B-VI
] 0.267
0.28+
0.261 0.247
0.24+ 0.22-
0.22+
Upper 95% 0.207
0.201 Confidence Limit .~ Upper 95% )
o Confidence Limit -~
0.187
0187
0.16; /,/"/I;ower 95% . 0.16-
] Confidence Limit
0 14_ ; g Lower 95%
T . 0.14 Confidence Limit
0.121" )
-—Y—7— 02T 77T 7 7
0.01 000 001 002 003 004 005 006 007 -0.01 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07
[cm'] [cm']

Figura 5. Dependencia de la Longitud de Difusién de la muestra (1/L%)
con la seccién macroscépica de absorcion del 4cido bérico X,(H;BO3).
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La Tabla 2 presenta los resultados finales para los
valores calculados de longitud de difusién y seccion
macroscépica de absorcién de neutrones térmicos.
Aqui se han comparado con el valor medio de una
serie de puntos experimentales obtenidos por otros
autores, los cuales fueron sometidos a un proceso
de depuracién estadistica. También se realizd un
andlisis de control estadistico de los valores
obtenidos por nosotros con vistas a reconocer la
calidad de los mismos. [13, 19].

Tabla 2. Mediciones de L y Z_a para el Agua Ligera.

Este trabajo Reportes

Longitud

de difusion (2.64 £ 0.08) cm

(2.76 £0.06) cm

Seccién

CONCLUSIONES

En el trabajo se muestra una metodologia cuyos
resultados son de interés e indican posibilidades
reales de realizar mediciones exitosas de secciones
macroscépicas de absorcidon de neutrones térmicos a
partir del empleo de fuentes isotdpicas estacionarias
usando el modelo propuesto. La sencillez de los
procedimientos y su justificacion tedrica permiten
extenderlo a la medicién de los macroparametros
neutrénicos en otros materiales. El hecho de
prescindir del uso de muestras estandarizadas o
certificadas previamente, para obtener una curva de
calibracion experimental es una ventaja que reduce
los costos del experimento. Se debe tener en
consideracion, que la implementacion en otro tipo de
muestras ej.: rocas matrices, requiere un analisis
adicional en cuanto a la optimizacién de los
procedimientos de envenenamiento. Algunos trabajos
de medicién de secciones macroscopicas en rocas

macroscopica (2.1+0,2) (1,93 +£0,03) matrices ya han hecho referencia a lo anterior [20]. El
de absorcién 102 om” 102 om” empleo de las técnicas de simulacion por Montecarlo,
de neutrones % cm x cm pudiera ayudar en posteriores refinamientos de la
metodologia sometida a consideracion.
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RESUMEN

Analizamos varias sucesiones binarias, ternarias y cuaternarias, y estudiamos el caracter del espectro
para problemas simples. Se demuestra el caracter Pisot, asi como que los espectros de todos estos
problemas son singulares continuos. Se reportan resultados numéricos para el caso de electrones en el
marco de la Teoria de Masa Efectiva de una de estas sucesiones que resulta tener propiedades

similares a la Rudin-Shapiro.

ABSTRACT

We analize some binary, ternary and quaternary sequences and analyse the character of the spectrum
for simple problems. We prove the Pisot character of these sequences. It is shown that the spectra of all
these problems are singular continuous. A numerical test is given for the case of electrons in the
framework of the Effective Mass Theory for one of these sequences and it is shown that this sequence

is similar to the Rudin-Shapiro one.
INTRODUCCION

Desde principios de la década de 1970 se
estudian con gran interés los sistemas regulares a
muchas capas [1-5] (Pozos Cuanticos, Superredes,
etc.). En los ultimos afos se ha consolidado el
estudio de las llamadas Heteroestructuras Quasi-
reqgulares (QH: Quasiregular Heterostructures) [6-12].
Estas consisten en una sucesion de capas
construida de acuerdo con cierta regla de sustitu-
cién, de manera que resulta un sistema no periddico
pero con un algoritmo preciso de secuenciaciéon de
las distintas capas (QS: Quasiregular Sequences).
Entre las QSs méas estudiadas estdn las de
Fibonacci, Thue Morse, Circular, Rudin-Shapiro, etc.
La de Fibonacci, por ejemplo, se forma segun la
regla de sustitucion

Xrigo(A) = AB
(1)
Xrigo(B) = A

Una de las propiedades mas interesantes de estas
estructuras es que muchas excitaciones elementales
poseen espectro singular continuo, a diferencia, por
ejemplo, de los pozos cuanticos en que tipicamente
es discreto, mas eventualmente un continuo, y de
las superredes donde es a intervalos o bandas. Bajo
condiciones bastante generales esta propiedad se
ha demostrado en varias de estas QSs gracias a un
Teorema debido a A Bovier y JM Ghez; la Rudin
Shapiro no cumple las hipotesis del teorema de
Bovier-Ghez [6, 11, 12].
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Para estudiar estos sistemas se han introducido
los conceptos de Alfabeto, Matriz Caracteristica,
Razon Aurea, y otros, que damos por conocidos y
que se pueden ver en las referencias citadas,
particularmente en [6, 11-15].

Con la vista fija en la posibilidad de obtener
nuevas propiedades, en el presente trabajo anali-
zamos varias QS binarias, ternarias y cuaternarias.
La elecciéon especifica se debe a que no han sido
estudiadas hasta el momento. Estudiamos su caracter
Pisot. Seguidamente argumentamos tedricamente el
hecho de que los espectros de problemas simples
sobre tales estructuras son singulares continuos. Por
ultimo formulamos algunas conclusiones. Mencion
especial merece una de ellas, que llamaremos RBR,
y que no satisface las hipotesis del Teorema de
Bovier-Ghez [11,12] pero que sin embargo tiene
espectro singular continuo. Reportamos entonces
resultados numéricos para espectros de electrones
de conduccién que ratifican esta conclusion.

QS Binarias

Las sucesiones que nos interesan se definen por
las siguientes reglas de sustitucion:

x1(A) = ABA
@)
x1(B) = A
x2(A) = AB
3)
x2(B) = ABA



Ambas tienen por alfabeto a {A, B}. Las matrices
caracteristicas son, respectivamente

2 1
wh{1 0} (4)

1 1
Mz{z J ()

De aqui es inmediato que las dos sucesiones son
primitivas. Ademas, en el caso de la regla xy los
autovalores y autovectores son:

h=1-+2;L=1++2

Sy
1

1

Por su parte, para la segunda de las sucesiones
estudiadas, o sea x»:

h=1-+2;L=1++2

oe [ []
1 1

En ambos casos el segundo autovalor es la razén
aurea y el correspondiente autovector da la relacion
entre las poblaciones de las letras en la sucesion.
Ademas, este calculo indica que ambas sucesiones
tienen la propiedad Pisot por lo que son derivables

por corte y proyeccion de una red de dimension
superior [9,10].

Introduzcamos las siguientes notaciones para las
trazas de las Matrices de Transferencia de las
Cadenas Canénicas [6]:

Xn= Tr[An]; Yn= Tr[Bn]; Zn= Tr[BnAn] (8)

Entonces la primera de las sucesiones estudiadas
(x1) tiene asociado el mapa de trazas

Xn+1 = XnZn = Yn

Yni1 = Xp (9)
2

Znyt = ann = XnYn - Zn

mientras que en el segundo caso (X»)

Xn+1 = Zn
Yni1 = XnZn = Yn (1 0)

2
Zni1 = XpZp = YnZn - Xn

No hace falta aburrir al lector con detalles
insustanciales. De estos mapas de trazas se deduce
sin mucho esfuerzo que en los dos casos se
satisfacen las hipotesis del Teorema de Bovier-
Ghez, con lo cual se puede asegurar sin mas que
las excitaciones elementales definidas sobre estas
estructuras tienen espectro singular continuo.

Una QS Ternaria

Con idénticos objetivos de estudio veamos la
siguiente QS ternaria

xa(A) = AB
x3(B) =C (11)
X3(C) =CA

cuya matriz caracteristica es

’
My= 10 (12)
1

o O =
—_ a2 O

El cubo de esta matriz es una matriz positiva. De
aqui se desprende que la matriz y la QS son
primitivas. Sus autovalores son

ly = 1,75488 L
l,=0,12 L +i0,74 L (13)
ls=0,12 L —i0,74 L

por lo que esta QS tiene caracter Pisot. El primero
de estos autovalores es obviamente la razén aurea.
Los autovectores por su parte son:

1,32L
0,75L
1

Vq =

-0,66 L-i0,56L
Vo =|—-0,87 L+i0,74L
1

(14)

-0,66 L +i0,56L
-0,87 L-i0,74L
1

V3 =

De aqui se deduce que en la QS las letras estan
en la relacion 1,32..., 0,75..., 1. Definiendo las trazas
como



Xn = Tr[An]; Ya = Tr[Bnl; Zo = Tr[Cy]
Wp = Tr[Bn]; Mh= Tr[AnCn]
Sn = Tr[BnCn]; Vph = Tr[CanAn]

el mapa de trazas queda

Xnet = Wp

Yne1 =2Zn

Znyy ="Tn

Wi = Vn (16)

Fn+1 = XnVn - Sp
Sn+1 = Znln - Xp

Vit = Xn(ZnVn - Wn) = ZpSn + Yn

y de aqui se deduce el caracter singular continuo del
espectro de excitaciones elementales.

Otros muchos ejemplos de sucesiones binarias y
ternarias siguen este mismo paradigma, o0 sea son
primitivas, tienen caracter Pisot, sus matrices carac-
teristicas dan la razén aurea y las proporciones de
letras sin mayores dificultades y el analisis de los
mapas de trazas da como resultado que se cumplen
las hipotesis del Teorema de Bovier-Ghez lo que
lleva sin mas a que el especto de muchas excita-
ciones elementales es singular continuo. En [15] hay
una veintena de ejemplos de QS binarias y ternarias
que agotan las QS de este tipo con indice de
inflacién pequefnio.

Una QS cuaternaria que no satisface
las hipoétesis del Teorema de Bovier-Ghez

Estudiemos ahora la siguiente regla

x4(A) = AC
x4(B) = DB
(17)
x4(C) = ADB
x4(D) = AB
cuya matriz es
1010
010 1
My = 18
111 0 1 (18)
1100

y que llamaremos RBR por las iniciales de uno
de nosotros. Es inmediato que esta QS es primitiva
pues M® no tiene ceros. Su razén Aaurea es
Iy =2,1479 L . Los restantes autovalores son
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lo=1

l3=-0,57L+i0,36 L (19)

l4=0,57L—-i0,36 L

por lo que no tiene la propiedad Pisot. El autovector
mas relevante, o sea el asociado al autovalor de la
razbén aurea es

1,46L

1,46L

0,68L
1

Vq =

de donde se infiere que las letras A, B, C y D estan
en larelaciéon 1,46..., 1,46..., 0,68..., y 1.

Definamos las trazas
Xn = Tr[AG]; Yo = Tr[Bl; 2, = Tr[Cy]
Wp = Tr[Dy]; rn = Tr[AB]
Sn = Tr[ByCnl; Vo = Tr[CrAn]
hn = Tr[BnDnl; gn = Tr[DnAq]
On = Tr[C,Dy]; Ih = Tr[CrB,Dy]
Pn = Tr[BnDnAn]; th = Tr[CrALBy]
kn = Tr[A,B,DnCr]

El mapa de trazas derivado es

Xn+1 = Vi
Ynet = hn
Zns1 = Pn
Whny1 =In
M1 = kn

Sn+t = hnpn — Xn

Vst = VnPn + In — 2phy

Anet = Dol + gn — WiXn

On+1 = Vil'x + Sn — ZnYn

Qn+1 = Pxlx — Wn

Ins1 = Pn(hnln + Gn — WnXn) = Yn

pn+1 = hn(vnrn +Sp— ZnYn) + Vngn + qn — WnXnVp



thet = hn(Vnpn + |h = Zahn) = XV + 24
kn+1 = (hnrn +0n— Wan)(Vnpn + In - Znhn)
+ Xn(Vnfn + Sn — ZnYn) — th — M(XaVn — 1)

La regla de sustitucién auxiliar es

o(x) =v; oy) =v; 02z =p
ow) =r; o(r) =k; 0(s) = hp
O(v) = vp; o(h) = hr
(22)
o(g) = vr; 0(q) = pr
o(l) = phr; o(p) = hvr
o(t) = hvp; 0(k) = hrvp

con el alfabeto

B={x,y,z,w,r,s,v,h,0,1,9,p, 1, k}

Las hipotesis del teorema de Bovier-Ghez son
tres, a saber:

1. Que la QS sea primitiva.

2. Que la Regla de Sustitucion Auxiliar f sea semi-
primitiva en algin subconjunto Cdel Léxico.

3. Que x“(0) para k < ¥ que contenga el cuadrado de
alguna letra o palabra b I B.

Vemos que de estas tres condiciones solo se
satisface la primera, puesto que nuestra QS es
primitiva. La segunda condicion es imposible de
cumplir ya que ¢ no es semiprimitiva. Si desarro-
llamos ¢ en cualquier subconjunto C € B vemos que
aunque existe un k para el cual ¢k(Ci) contiene todas
las letras de C aparecen nuevas letras de B que no
pertenecen a C. Esto ultimo nos indica que ¢ no serd
primitiva en C, ya que el hecho de aparecer una
nueva letra cambia su alfabeto y en consecuencia el
orden de la matriz caracteristica asociada a ¢ en el
subconjunto. Esto ultimo nos demuestra que ¢ no es
semiprimitiva y por tanto no se cumplen para esta
regla de sustitucién las proposiciones 3.1 y 3.2
dadas en [11,12], por lo que podemos concluir que
el primer teorema de Bovier-Ghez no se cumple.

El incumplimiento de este teorema no implica que
podamos llegar a conclusiones sobre la naturaleza
del espectro de la QH. Las condiciones que impone
el teorema 1 de Bovier-Ghez son sélo condiciones
suficientes para que el espectro sea singular
continuo, por lo que se hace necesario otro tipo de
analisis para establecer la naturaleza del espectro.

Espectro de electrones en una QS de tipo RBR

Para discriminar el caracter del espectro de la QS
cuaternaria estudiada, hagamos un experimento
numérico. Usando el mapa de trazas o la regla de
sustituciéon para las matrices de transferencia es
relativamente facil calcular el espectro [6]. En la
Figura adjunta se presenta la IDOS (Integrated
Density of States) de electrones de conduccion para
una octava generacién de una QS RBR donde las
capas A y C estan constituidas por el material
Alg 35Gag gsAs, mientras que B y D estan formadas por
GaAs sin mezclar. A y C tienen tres capas atémicas
mientras que B y D tienen seis. Esto hace que las
primeras tengan un ancho de 8,4 A'y las segundas
16,8 A Los datos de los materiales y demas
parametros del célculo se pueden ver en [15].
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Figura 1. Densidad Integrada de Estados (IDOS)
de una QS de tipo RBR.

Este espectro tiene aspecto de escalera del Diablo.
Para comprobar su fractalidad calculamos su dimen-
sion D(q) para varios valores

representativos del indice q. q D(a)
En la Tabla adjunta se 0.0 0.76
pueden ver los resultados. : i
1.0 0.69
Tabla 1. Dimension fractal
D(q) para algunos 2.0 0.60
valores de q de una 3.0 0.53

QS de tipo RBR.

Estos nUmeros indican claramente el caréacter
multifractal de este espectro. En [15] se pueden ver
mas detalles de los analisis tanto teéricos como
numéricos presentados aqui.

CONCLUSIONES

Hemos analizado varias QS binarias y ternarias
relativamente simples. Hemos demostrado que
gozan de la propiedad Pisot lo que las hace
derivables de una red en una dimensién superior por
el método de corte y proyeccion [6-10]. Reportamos
sus mapas de trazas y los principales momentos de



la aplicacion del teorema de Bovier-Ghez. De aqui
se deriva sin mas que el espectro de problemas
simples sobre estas QS es singular continuo. Hasta
el momento no hay estudios experimentales de
estas sucesiones concretas aunque si en sucesiones
muy parecidas [6, 14] cuyo estudio tedrico ya ha
sido reportado [6, 14, 15].

Este mismo analisis en el ejemplo de la QS que
hemos llamado RBR es distinto. Esta QS resulta
primitiva, no Pisot, y no satisface las hipétesis del
teorema de Bovier-Ghez. No obstante, el calculo

del espectro. Esto ultimo implica que el espectro no
es exactamente autosimilar ya que tiene una
distribucion no constante de exponentes de
escalado.

En [6] se reportan analisis semejantes a los
llevados a cabo en el presente trabajo pero
aplicados a la sucesion de Rudin-Shapiro. La
comparacion con los resultados del presente trabajo
lleva a que ambas sucesiones tienen las mismas
caracteristicas. Entonces, presumiblemente estas
dos QS son ejemplares de toda una clase de QS

numérico de electrones en Teoria de Masa Efectiva
no deja lugar a dudas acerca de la multifractalidad

con propiedades peculiares.
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RESUMEN

De una manera completamente general escribimos la relacién de recurrencia entre las poblaciones de
letras en dos generaciones sucesivas en términos de la Matriz Caracteristica (CM). En el limite cuando
la generacion es infinito, obtenemos que la razén aurea es autovalor de la CM; las componentes del
autovector correspondiente resultan ser las proporciones en las que se encuentran las diferentes letras

en la sucesion.

ABSTRACT

In a general manner we write down the recurrence relation for the population of the different letters in a
Quasiregular Sequence in terms of the Characteristic Matrix (CM). In the limit as the generation
becomes infinite we obtain that the Golden Ratio is an eigenvalue of the CM. The components of the
corresponding eigenvector are the proportions in which the different letters enter in the sequence.

INTRODUCCION

Continuando con el auge de los sistemas a
muchas capas [1-5] (Pozos Cuanticos, Superredes,
etc.), en los Ultimos afos se ha consolidado el
estudio de las llamadas Heteroestructuras quasi-
regulares (QH: Quasiregular Heterostructures) [6-
12]). Estas consisten en una sucesion de capas
construida de acuerdo con cierta regla de sustitucién,
de manera que resulta un sistema no periodico pero
con un algoritmo preciso de secuenciacién de las
distintas capas (QS: Quasiregular Sequences). Entre
las QSs mas estudiadas estédn las de Fibonacci,
Thue Morse, Rudin-Shapiro, etc. La de Fibonacci, por
ejemplo, se forma segun la regla de sustitucién

§F|BO(A) =AB
(1)
§F|BO(B) =A

Una de las caracteristicas mas interesantes de
estas estructuras es que muchas excitaciones
elementales poseen espectro singular continuo, a
diferencia, por ejemplo, de los pozos cuanticos en
que tipicamente es discreto, y de las superredes
donde es a bandas. Bajo condiciones bastante
generales esta propiedad se ha demostrado en
varias de estas QSs aunque la demostracién no es
valida para la Rudin Shapiro [6, 11, 12].

Entre las magnitudes que han demostrado su
utilidad para describir a las QSs estdn la Matriz
Caracteristica, la proporciéon de letras y la razén
aurea.

La Matriz Caracteristica (CM) es aquella matriz
que en su fila i y columna | tiene un entero no

negativo igual al nimero de veces que esta la letra
j-ésima en la regla i-ésima. En casos sencillos este
procedimiento puede generar sucesiones periédicas;
un ejemplo de esto es

é;per(A) =AB
(2
%per(B) =A
con CM
11
MW=L1] @)

Pero también puede generar sucesiones no perié-
dicas. Por ejemplo, para la sucesién de Fibonacci

Wm=@ 3 (4)

Esta representacion matricial sigue la descripcion
usada en [13]. Otras descripciones también son
posibles, destacando entre ellas la proyecciéon desde
una estructura periddica de orden superior [14] y las
recurrencias progresivas y regresivas [15]. Las
generaciones posteriores a la cuarta son diferentes
pero el nimero total de elementos sigue la ley de
Fibonacci.

El objetivo del presente trabajo es demostrar que
de la CM se puede extraer de manera sencilla la
informacion acerca de la razén aurea y las
proporciones en que una letra aparece en la QS.
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Relaciones de Recurrencia
de la Poblacion de Letras

LlamemosF!) a la cantidad de letras de tipo i que
aparecen en la generaciéon n-ésima. Entonces es

evidente que entre estas magnitudes existe la
siguiente relacion de recurrencia

Fal = Y MR ()
j

Dividamos ahora ambos miembros por la pobla-
cion de una letra especifica arbitrariamente escogida;
la k-ésima, por ejemplo. Tendremos entonces

= ZM”

J

=0

n+1

A

=0

n+1

F

(6)

Introduzcamos ahora las magnitudes
(i K _ F)
TRk

n

(7)

La primera de ellas es la relacién entre las
poblaciones de la letra i en la generaciéon n y la
siguiente. La segunda magnitud introducida es
la proporcién de cada letra respecto de una de ellas,
la k-ésima en este caso, siempre en la generacion n.
Definamos, ademas, los limites de estas magni-
tudes cuando la generacion en cuestién se hace
muy grande, esto es

K = lim £
N—oo

= tim <;

nN—oo

(8)

La primera de estas dos es la llamada relacion o
razén durea. La segunda es simplemente la relacién
0 proporcion entre las letras de una sucesién. Con
estas notaciones, la relacion de recurrencia entre las
poblaciones de letras en dos generaciones
sucesivas, cuando n — «, se lee

Z [M; - T(j)&j] ik
j

(9)

Y aqui se tiene el primer resultado interesante de
este analisis: la razén &aurea es autovalor de la
traspuesta de la CM (o autovalor por la izquierda de
la CM). Ademas, el autovector correspondiente da
las poblaciones relativas de las distintas letras.

Es evidente que

i ik ki _k
Ty = fn+1 fn Tn (10)
y por lo tanto todas la letras tienen la misma relacion
o0 razdn aurea en la sucesion, o sea en la generacion

de indice infinito. Esta reflexion lleva a pensar que
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no todos los autovalores de la CM tienen interpreta-
cion de razon durea. Esto, por otra parte, es evidente
del hecho de que la demostracién hecha concluye
que la razén aurea es autovalor de la CM, pero no lo
contrario, 0 sea que habra otros autovalores de la CM
que no tengan esta interpretacion.

Ejemplos

El caso de Fibonacci es elocuente. Los auto-
valores de la CM son

M:ﬂ;

Ay = 1+\/§
2

> (11)

mientras que el autovector que da las proporciones

de letras es

El otro autovector tiene componentes 1y - 1.

) (12)

Las QS de Thue-Morse, period doubling, circular,
binary non-Pisot, ternary non-Pisot, e incluso la més
complicada Rudin-Shapiro son ejemplos en que esta
manera de calcular las razones aureas y propor-
ciones es mucho mas cémoda que la utilizada hasta
el momento, consistente en escribir las relaciones de
recurrencia y hacer maniobras algebraicas largas y
costosas. En estos casos, al igual que en el de
Fibonacci, hay un Unico autovector con todas sus
componentes positivas y por lo tanto el unico
susceptible de ser interpretado como proporcién de
la presencia de las distintas letras.

Un ejemplo algo mas raro es la QS

E(A) =B
(13)
&(B) = BBB
con CM
0 1
M = (0 3] (14)

Lo raro esté en que la sucesion no tendra Aes. Los
autovalores y autovectores son, respectivamente

Y este resultado confirma que la razén aurea de la
letra B es 3, a la A se le puede asignar esta misma
razdn 4urea, y la relacion entre las Bes y las Aes es
de uno a cero.



Algo mas rara ain es la QS

EA) =A
(16)
£(B) = ABB
con
10
M = (1 2) (17)
y
M=t"=1; r=t®=2 (18)

(19)

SIS

La interpretacién es trivial. Si la semilla es A, o
cualquier palabra que so6lo contenga Aes, 7" es la
razon aurea de todas las letras y el autovector v; da
la relacion entre el nimero de Aes y el de Bes. Si la
semilla tiene sélo Bes, o ambas letras, el segundo
autovalor y su correspondiente autovector contienen
estas informaciones.

La relacion de recurrencia entre dos generaciones
sucesivas es la misma cualquiera sea la semilla o
palabra inicial; no tenemos que estar hablando
necesariamente de una cadena canonica. Esto no
implica que cualquiera sea la semilla obtendremos la
misma razon aurea, como acabamos de mostrar.

CONCLUSIONES

Hemos demostrado que el proceso de
diagonalizacién de la Matriz Caracteristica permite
obtener de una manera simple y expedita la razén
aurea de cualquier Sucesion Cuasirregular. Adicional-
mente, obtenemos las proporciones en que estén
presentes las diferentes letras en la Sucesion.
Incluso en casos de QSs no primitivas este resultado
es correcto; el segundo y tercer ejemplo
desarrollados en el presente trabajo dan fe de ello.
Esta interpretacion de los autovalores y autovectores
de la CM, aparentemente anodina, puede tener una
importancia capital en aplicaciones pues nos dice la
cantidad de cada material que contendra el sistema
y, por lo tanto su costo en materia prima. En los
trabajos [16, 17] se pueden ver mas casos concretos
de lo que aqui hemos demostrado.
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CALOR Y TRABAJO

EN LA ENSENANZA DE LA TERMODINAMICA

A. Gonzélez Arias, Dpto. Fisica Aplicada, Universidad de La Habana

RESUMEN

Calor y Trabajo se encuentran en la base de la Termodinamica. Ambos conceptos son parte integrante
de la Primera Ley, y el primero de ellos también esta asociado a la Segunda Ley. Seria de esperar, por
tanto, que ambos términos estuvieran muy bien definidos en la literatura docente, sin dar lugar a dudas
0 ambigiiedades. En la practica sucede todo lo contrario. De aqui que se examinen en detalle las
definiciones de calor y trabajo proporcionadas por varios textos conocidos de Fisica General y
Termodinamica. El procedimiento conduce a la introduccién de dos definiciones razonablemente
simples, modernas e independientes, y que no desmerecen en rigurosidad. Adicionalmente se destaca
el hecho de que expresiones bastante extendidas, tales como “el sistema hace trabajo” y “se hace
trabajo sobre el sistema” equivalen a utilizar indistintamente, de manera confusa y poco satisfactoria,
dos referencias diferentes para describir diferentes etapas de un mismo proceso.

ABSTRACT

Heat and Work are in the basement of Thermodynamics. Both terms are included in the First Law, and
the first term is also associated to the Second Law. Therefore, it would be reasonable to expect that
both expressions would be very well defined in the common Thermodynamic textbooks, without giving
rise to doubts or misconceptions. In practice the entire contrary happens. Due to this reason, the
definitions of work and heat provided in several well-known textbooks are analyzed here. This
procedure leads to the introduction of two reasonably simple, modern and independent definitions,
without lack of rigorousness. Additionally, it is discussed the fact that widespread expressions such as
“the system does work” and “work is done on the system” means that we are indistinctly using, in a
confusing and no satisfactory way, two different reference frames to describe different stages of the

sSame process.
INTRODUCCION

La Termodinamica se imparte usualmente, de una
u otra forma y con mayor o menor profundidad, en
todas las especialidades asociadas a las Ciencias
de la Vida y de la Tierra, en todas -0 en casi todas-
las Ingenierias, en gran parte de la Ensefianza
Técnica y Pedagdgica y desde luego, en Fisica, en
Quimica y en toda la Ensefanza Media Superior
(pre-universitaria).

Por otra parte, los conceptos calor y trabajo se
encuentran en la base de la Termodinamica. Ambos
son parte integrante de la primera ley, y el primero
de ellos también esta asociado a la segunda
mediante la eficiencia de las maquinas térmicas.
Tener una nocién clara de lo mismos es esencial
para que cualquier estudiante aprenda a razonar
correctamente en términos termodinamicos y sea
capaz de profundizar por si mismo en el estudio de
la disciplina. Seria de esperar, por tanto, que ambos
términos estuvieran muy bien definidos en la litera-
tura docente, sin dar lugar a dudas o ambigliedades.
En la préactica sucede todo lo contrario, como se
vera mas adelante.

Ha sido precisamente la falta de coincidencia
entre las definiciones propuestas por diferentes

E-mail: *arnaldo@fisica.uh.cu

autores lo que nos condujo a analizar en detalle las
definiciones de calor y trabajo que aparecen en
varios textos conocidos de Fisica General y Termo-
dindmica. Casi todos han sido utilizados alguna vez
como textos bdasicos o de consulta en diferentes
facultades de la Universidad de La Habana y de
otras universidades nacionales. Varios aun se utilizan,
en nuevas ediciones o incluso en la misma edicion.
Como resultado del andlisis, fue posible encontrar
dos definiciones razonablemente simples y compati-
bles con los conceptos modernos de calor y trabajo.
A pesar de la relativa simplicidad de sus enunciados,
las definiciones propuestas resultan ser lo suficiente-
mente generales como para no desmerecer en
rigurosidad cientifica.

Todas las definiciones analizadas a continuacién
pertenecen a textos que siguen la formulacién usual
de Poincaré (1908), basada en definiciones de
variables mensurables. En el apéndice 1 se exponen
brevemente algunos criterios sobre los textos que
siguen la formulacion matemdtica alternativa de
Carathéodory (1909), identificada por su caracter
logico, abstracto y postulacional'. La practica ha
demostrado ampliamente que, desde el punto de
vista didactico, ésta Ultima fomulacién resulta total-
mente inadecuada para una primera aproximacion al
estudio de la Termodinamica.
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Calor

Tabla 1.

En la Tabla 1 se reproducen las

definiciones de calor y trabajo Ref.

Calor (Q) Trabajo (W)

proporcionadas por los textos
mencionados anteriormente. Unas
se destacan por su falta de
precision y transparencia (defini- 2
cién de trabajo en /3/ y /4/), otras
por su falta de actualizaciéon /1/,
y otras son francamente desafor-

Se hace un recuento histérico
hasta llegar al equivalente

del calor, sin que se proporcione
una definicién independiente

mecanico

[Fear

de la de trabajo.

tunadas y pueden conducir a falsas
interpretaciones de la realidad /2/. 3

En /2/ el calor y el trabajo se

Cantidad de energia transmitida
por un sistema sin variacion
de sus parametros externos.

Cantidad de energia
transmitida por un sistema
con variacién
de sus parametros externos.

definen en funcién de los “para-
metros externos e internos”.
Segun esa misma referencia,
“...los parametros externos son
cantidades que estan determi-
nadas por la posicién de cuerpos

Flujo de energia a través
4 de la superficie que limita
al sistema, como consecuencia
de un gradiente de temperatura.

Calor y trabajo se refieren
a dos mecanismos diferentes
de transferencia de energia
entre sistemas y su medio
exterior.

externos que no entran en nuestro
sistema. Ejemplo: el volumen del
sistema ...la intensidad de un
campo de fuerzas ... etc.”. Por el
contrario, la presién del sistema,
su densidad y magnetizacién son
pardmetros internos. Y aunque no
aparece claramente expresado en
el texto, aparentemente la tempe-

Energia transferida de uno a otro

5 sistema en escala atémica,
sin que se realice trabajo,

mediante interaccién térmica

a) Hecho sobre un sistema:
incremento (positivo o
negativo) de la energia media
de un sistema
adiabaticamente aislado.

b) Si hay decremento (positivo
0 negativo) el trabajo es hecho
por el sistema.

ratura T es también un parametro
interno. En la definicién de calor
y trabajo se menciona la energia
“transmitida por un sistema”. No

Energia media transferida
6 de un sistema a otro como
consecuencia de una interaccion

Intercambio de energia
por “interacciéon mecanica
pura” entre dos sistemas

térmicamente aislados

puramente térmica

queda claro si la definicion también
seria valida para la energia
“recibida por un sistema”. Sin embargo, no hay
necesidad de esclarecer esta aparente omision para
llegar facilmente a la conclusibn de que las
definiciones en /2/ resultan bastante confusas y llegan
incluso a contradecir los criterios comunmente
establecidos sobre el calor y el trabajo.

Por ejemplo, considere la solidificacion de cual-
quier sustancia a una presion determinada y el
correspondiente calor de solidificacion, - Qrysion-
Si a este proceso se le aplican las definiciones en
/2/, como el cambio de estado tiene lugar a una
temperatura T esencialmente constante, no habra
variacion de los parametros internos. El volumen
(parametro externo) variard durante la solidificacién,
en mayor o menor grado segun la sustancia
considerada. Habria que considerar, por tanto, que
la transmision de energia al medio ambiente durante
la solidificacién es en forma de trabajo, por estar
asociada a una variacion de volumen a T constante,
y no de calor, como ocurre en realidad. Pudiera
alegarse que la variacion del volumen trae aparejada
una variaciéon de la densidad (parametro interno) vy,
por tanto, ademas del trabajo habria también flujo de
calor. Pero es que las definiciones propuestas en /2/

no especifican lo que sucede cuando varian los
parametros internos. Solo se refieren a la variacion
o constancia de los parametros externos (ver Tabla 1).
No es dificil llegar a la conclusién de que, basan-
dose solamente en estas definiciones, resulta muy
dificil -por no decir imposible- diferenciar claramente
el calor del trabajo en determinados procesos.

El analisis anterior también es valido para la
fusién, sublimacién, licuefaccion y, en general, para
cualquier cambio de estado de agregacion. Es valido
igualmente para cualquier cambio de fase de primer
orden que tenga lugar a p y T constantes con
AH = Q, # 0 (cambios de fase cristalina, recristali-
zaciones). En la expresién anterior H = E + pV es la
entalpia y Q, el calor a presion constante.

Los ejemplos anteriores, donde hay presente un
flujo de calor a T constante, también tienden a
invalidar la definicion propuesta en /3/, donde se
exige la existencia de un gradiente de temperatura
para que exista el mencionado flujo.

Las definiciones de calor en las referencias /4/ y
/5/ son aceptables, siempre y cuando se defina
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previamente el significado de “interaccién térmica”.
Como la interaccién térmica ocurre a nivel micros-
cépico, donde atomos y moléculas se mueven
desordenadamente, es posible adoptar para el calor
una definicion independiente del concepto de
interaccién térmica de la siguiente forma:

“Calor: transferencia de energia
en forma microscdpica y desordenada”. (1)

La definicion anterior no so6lo permite caracterizar
el flujo de calor entre dos sistemas; también permite
considerar el calor intercambiado de una regiéon a
otra de un mismo sistema.

Si un sistema incrementa su energia interna E al
recibir una cierta cantidad de calor Q proveniente del
medio ambiente, el proceso suele simbolizarse por
la expresion analitica

Q = AE. 2)

El convenio de signos es aqui muy sencillo. Un
valor positivo de Q indica un incremento AE de la
energia interna, donde el sistema A gana o recibe
energia en forma de calor, proveniente del medio
ambiente A’ (ver Figura 1). Un valor negativo indicara,
por tanto, una disminucién de la energia interna, con
el calor pasando de A hacia A’.

El calor asi definido es
una magnitud perfectamen-
te mensurable en forma
independiente del trabajo.
Histéricamente, como uni-
dad de medida se tomé la
caloria, definida como la
cantidad de calor necesaria
para elevar la temperatura
de 1 g de agua en 1°C%.

Figura 1

Trabajo

La relativa simplicidad con que se logra definir el
significado del calor desaparece cuando la
transferencia de energia se refiere al trabajo. La
razon es que existen diferentes tipos de trabajo
(mecanico, eléctrico, magnético) y no resulta
evidente encontrar lo que es comun a todos ellos y
que, a la vez, los diferencia del calor. Asi, por
ejemplo, las definiciones de trabajo en /4/y /5/ dejan
bastante que desear. En /5/ no se considera la
posibilidad de trabajo eléctrico o magnético, y la
definicion en /4/ resulta bastante confusa.

Con el animo de llegar a una definicion de trabajo
que fuese lo mas general posible y que, ademas,
fuera compatible con la definicion en (1), se
analizaron las relaciones para el trabajo y la energia
que usualmente se derivan en los cursos de
Mecanica. Estas relaciones aparecen resumidas en
la Tabla 2, donde se utilizan los simbolos E., Ep y Em
para designar la energia cinética, potencial vy
mecénica. El trabajo de la fuerza resultante y los
trabajos conservativo y no conservativo se designan
por Wg, W¢ y Wy, respectivamente. Las expresiones
de la Tabla, en el caso (l), se refieren a algin cuerpo
o sistema A sobre el cual actla una fuerza aplicada
por algun otro sistema A’. En Mecanica el sistema
A’ usualmente no se toma en cuenta; ni siquiera se
menciona. Asi, un cuerpo cualquiera al que se le
aplica una fuerza de friccibn variard su energia
mecanica, sin que usualmente nos interese lo que le
sucede al otro cuerpo cuya superficie ha inter-
accionado con el cuerpo objeto de estudio. La
representacion correspondiente al flujo de energia
en forma de trabajo seria similar a la Figura 1,
sustituyendo el calor por el trabajo W .

Tabla 2.

(I) Mecanica de la particula

Teorema del trabajo y la energia Whr = AEc
Trabajo de una fuerza conservativa W = - AEp
Trabajo no conservativo Whic = AEm

(II) Mecanica de los Sistemas de Particulas

Teorema del trabajo

b
y la energia WRexterno) + WRiinterno) = AEc

En el caso (ll) las variaciones de energia en el
sistema pueden ser originadas tanto por fuerzas
externas como por fuerzas internas.®> Sin embargo,
siempre sera posible redefinir nuestro sistema para
considerar el trabajo de interés como externo al
mismo, de forma que no haya diferencias esenciales
con el caso (l).

Un error bastante extendido, y que usualmente
induce a confusion en los estudiantes, es referirse al
trabajo realizado por el sistema. El trabajo se define
para las fuerzas, no para los sistemas. En un
determinado sistema habra tantos trabajos como
fuerzas haya desplazandose.

#Actualmente la caloria se encuentra redefinida sobre la base de las unidades del Sistema Internacional; 1 cal =4.1868 J.
"La energia cinética del sistema de particulas se define como la suma de las energias cinéticas de todas las particulas en

el sistema.



En Mecaénica las fuerzas involucradas en un
proceso y el correspondiente trabajo realizado
siempre son macroscdpicos, y en principio se podria
considerar al trabajo como una transferencia de
energia en forma macroscdpica, para diferenciarlo
del calor microscopico en (1). Sin embargo, en los
casos eléctrico y magnético el trabajo también
puede ser microscdpico (i.e., trabajo de polarizacion
y de magnetizacion). No obstante, en estos casos
siempre aparece (o desaparece) un cierto orden
asociado a la transmisioén de energia, a causa de la
redistribucion ordenada de las cargas o a la
alineacion de los dipolos eléctricos 0 magnéticos.
Esta particularidad de los trabajos eléctrico y
magnético permite redefinir el trabajo desde el punto
de vista termodinamico, de forma razonablemente
simple y general, sin incompatibilidades con los
conocimientos previos de Mecanica, y bien
diferenciado de la definicién de calor en (1), como

“Trabajo: transferencia de energia
en forma ordenada y/o macroscdpica”  (3)

Las definiciones anteriores (1) y (3) han sido
adoptadas por el autor durante la imparticion de
varios cursos introductorios de Termodinamica, con
resultados razonablemente satisfactorios. Una
version escrita de estos cursos puede ser
consultada en la WEB?.

Para establecer un convenio de signos similar al
del calor en la Figura 1, bastaria considerar positivo
el trabajo W’ cuando hay un incremento de energia
interna AE. Sin embargo, este proceder introduciria
la dificultad de que, al aplicar la primera ley,
obtendriamos expresiones donde se encontrarian
mezclados parametros de estado del sistema y del
medio ambiente. Esto haria practicamente imposible
la definicion posterior de cualquier funciéon termo-
dinamica que dependa exclusivamente de los
parametros del sistema.

Asi, por ejemplo,  /N\/\ \ . ... ...

si consideramos el W’ WL
trabajo reversible de , “_A .
expansion o com- A RN
presiéon de un gas @ — T
ideal (Figura 2), es Figura 2

correcto considerar

el trabajo W’ como

positivo cuando el gas se comprime y se incrementa
su energia interna. La correspondiente expresion
analitica seria

“www.geocities.com/fisgeo2000, 6 www.fisica.uh.cu/bibvirtual/fis1y2.

W = AE . (4)

Si se utiliza la notacion diferencial con el fin de
simplificar las expresiones®, es posible expresar el
trabajo como &W’ = p'dV, donde p’ es la presion
externa al sistema. Al sumar las relaciones (2) y (4)
para llegar a la primera Ley, se obtiene:

Q+W'=AE
8Q = dE — p'dV . (5)

Como p’ es la presion externa, y no la ejercida por
el gas, no seria entonces posible definir posterior-
mente las restantes funciones de estado o poten-
ciales termodinamicos del sistema’ pues la energia
interna en (5) es funcion de estado®, pero p’ no es un
parametro de estado del sistema, sino del medio
ambiente.

Afortunadamente, es posible sustituir en (4) la
presion externa p’ por la presioén p del sistema con
s6lo cambiar el signo del trabajo. Esta ultima
afirmacién se demuestra facilmente al recordar que
el trabajo reversible es el unico que puede ser
representado analiticamente en Termodinamica.
Durante el trabajo reversible el proceso ocurre
esencialmente en equilibrio (o tan cercano a él como
se quiera). Examinando el caso simplificado de una
fuerza constante en la Figura 2, tendremos que F’ =
- F, y como el area de la pared mévil es comun al
sistema y al medio ambiente, p’ =p. Entonces, sid
es el desplazamiento de la pared durante el proceso
y V el correspondiente volumen barrido;

W’ =F-d = F'dcos® = p’Adcos = p’ VcosH

con una expresiéon anéloga para W, donde aparece
p en vez de p’ y el resto de los parametros no varia.
Como los valores de F’, A, d, V y p’ son modulares,
tanto el signo de W’ como el de W dependeran
exclusivamente del valor de cos6. En la compresion
W’ es positivo (8 = 0) y W es negativo (6 = 180°).
Durante la expansion se intercambian los signos.
En general, para ambos procesos se cumple que
W “ = - W. La generalizacién a fuerzas variables en
tres dimensiones es inmediata’.

Sustituyendo W “ = - W en (4) y p’ por p, se obtiene
finalmente:

Q=AE+W

8Q = dE + pdV . (6)

®Este razonamiento puede extenderse a estudiantes sin conocimientos previos de calculo considerando una variacién AV muy pequefia, de
forma que la presion p’ se puede considerar aproximadamente constante durante la variacién de volumen.

°Por gj., la energia libre de Gibbs, G = E — TS + pV.
E=E(pV.T,..)
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Ahora tanto la presién como el volumen son para-
metros de estado de nuestro sistema. Si, por
ejemplo, la presién se mantiene constante,

Qp = AE + pAV = AH,

y el calor a presion constante pasa a ser funcion del
estado del sistema. La importancia de las funciones
de estado o potenciales termodinamicos es que,
como su valor depende sélo de los estados inicial y
final del proceso, constituyen la Unica via para
calcular calores y trabajos en procesos reales
irreversibles, en los cuales las caracteristicas del
sistema en los estados intermedios se desconocen
totalmente.

Note que el convenio de signos inicial no ha
variado: en ausencia de calor, la energia interna
aumenta cuando el gas se comprime (y W, referido
ahora a las variables del sistema, es negativo).
Cuando el gas se expande el trabajo es positivo, y si
ademés Q = 0, la energia interna disminuye. Este
ultimo es el convenio empleado usualmente en los
textos de Termodinamica, pero sin que se analicen en
detalle los criterios que le dieron origen. Cuando hay
presente trabajo eléctrico o magnético el convenio de
signos no se altera. Analiticamente, considerando un
proceso donde no hay intercambio de calor y 6Q = 0,
tendremos que AE = - W. Durante la expansion
dV>0; dW =pdV >0, vy el sistema cede energia a
los alrededores. Durante la compresion dV < 0, W <0
y el sistema gana energia.

A la luz del analisis anterior queda perfectamente
esclarecido que expresiones tales como “el sistema
hace trabajo” y “se hace trabajo sobre el sistema”,
utilizadas frecuentemente para caracterizar las
variaciones de energia de un gas, o el trabajo neto
realizado por una maquina térmica durante un ciclo,
no son satisfactorias. En primer lugar, como se
menciond anteriormente, el trabajo es realizado por
las fuerzas y no por el sistema.

En segundo lugar, de la Figura 2 queda perfecta-
mente claro que tanto en la expansién como en la
compresion reversible siempre estaran presentes
dos fuerzas trabajando en equilibrio y los dos
correspondientes trabajos: uno positivo y el otro
negativo. Considerar que en un caso “el sistema
hace trabajo” y en el otro “se hace trabajo sobre el
sistema” equivale a cambiar arbitrariamente el
origen de referencia de las fuerzas que actluan: en
un caso sblo se considera la fuerza ejercida por el
sistema y en el otro la fuerza ejercida por el medio
ambiente, ignorando en cada caso la presencia de la
otra fuerza.

®Las fuerzas por él ejercidas realizan trabajo

Finalmente, en la expresion analitica del trabajo
de expansion, la presion que siempre aparece es la
del sistema y no la del medio ambiente. Si estamos
analizando un sistema determinado, y todos los
pardmetros de estado se refieren a ese sistema,
deberiamos referirnos siempre al trabajo realizado
por nuestro sistema y no al realizado por el medio
ambiente, cuyas caracteristicas usualmente se desco-
nocen. Tanto durante la expansiéon como en la com-
presion el gas trabaja.® En el primer caso el trabajo
es positivo. En el segundo, negativo. Y nada mas.

CONCLUSIONES

e A partir del andlisis de diversas definiciones poco
satisfactorias de calor y trabajo que aparecen en
textos conocidos de Mecéanica y Termodinamica
se proponen las siguientes expresiones generales
para el calor y el trabajo. Calor: transferencia de
energia en forma microscdpica y desordenada.
Trabajo: transferencia de energia en forma
ordenada y/o macroscdpica.

Se hace un llamado de atencion sobre las defini-
ciones de calor y trabajo que aparecen en algunos
libros de texto, para las cuales es posible encontrar
facilmente casos particulares que dan lugar a con-
tradicciones, dificultando la correcta comprensién de
estos términos por parte del estudiante.

Expresiones como “el sistema hace trabajo” y “se
hace trabajo sobre el sistema” equivalen a utilizar
indistintamente dos referencias; una asociada al
sistema de interés y la otra al medio ambiente. Se
deberia utilizar siempre una misma referencia,
ligada al sistema, y no alternarla con otra asociada
al medio ambiente, cuyos parametros de estado
usualmente se desconocen y no son objeto de
interés.

APENDICE 1

Los textos que siguen la formulaciéon de
Carathéodory también suelen presentar ambigle-
dades en las definiciones de calor y trabajo. Por
ej., H.B. Callen® proporciona dos definiciones...
¢independientes?... para el calor, una cuantitativa y
otra cualitativa. Sin pretender profundizar en el
aspecto gnoseoldgico o epistemolégico de la validez
de tal procedimientob, pues el tema se escapa
totalmente de los objetivos de éste articulo, resulta
indispensable sefalar lo siguiente.

La definicion “cualitativa” proporcionada en [8]
introduce, directa o indirectamente, conceptos tales
como “modos atomicos ocultos” o “promedio

®... por ejemplo; ¢por qué dos definiciones donde deberia bastar con una?
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estadistico”. Estos conceptos requieren de conoci-
mientos previos en otras disciplinas y, ademas, el
“promedio estadistico” no es en realidad un término
cualitativo, sino cuantitativo. Por otra parte, la
definiciébn “cuantitativa” propuesta consiste simple-

mente en definir el calor a partir de la primera ley,
pero sin haber discutido ésta previamente. Resulta
bastante dificil encontrar una justificacion didactica
para este procedimiento en un curso bésico de
Termodinamica.
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RESUMEN

La Légica Borrosa es un formalismo matematico que pretende emular la habilidad que tienen algunas
personas para tomar decisiones correctas a partir de datos vagos o imprecisos y que estan expresados
lingliisticamente. En la Gltima década la Logica Borrosa se ha utilizado fundamentalmente para realizar
sistemas de control de procesos o de ayuda a toma de decisiones, porque permite aprovechar la
experiencia de un experto hunazo e implementar el sistema rapida y eficientemente. El presente articulo
divulgativo pretende llevar al lector sus ideas bésicas e ilustrar el método de desarrollar un controlador
basado en ella. Finalmente se listan algunas de sus aplicaciones mas importantes en Japon.

ABSTRACT

Fuzzy Logic is a mathematical formalism aimed to emulate the ability of certain people to take right
decisions departing from data which is expressed linguistically in terns vague or imprecise. In the past
decade Fuzzy Logic has been mainly used to implement process control systems and decisions making
aid, because it allows to profit from human expertise reducing development time. This introductory
paper presents the reader Fuzzy Logic basic ideas and illustrates the method to build a controller based

on it. Finally, a list of some important applications in Japan is presented.

INTRODUCCION

La Légica Borrosa (LB) surgié como consecuencia
natural de la observacion de que ciertas personas
tienen suficiente habilidad para tomar decisiones
correctas a partir de un conjunto de datos que estan
expresados linglisticamente de forma vaga o impre-
cisa (borrosos), casi siempre utilizando adjetivos o
adverbios como mucho, alto, normal, muy, etc.
Tales personas pueden controlar eficientemente un
proceso tecnolc')gico1 (un buen ejemplo cubano es el
tradicional puntista en un central azucarero que
controla el proceso de cristalizaciéon del azucar),
diagnosticar una enfermedad a partir de sindromes y
sintomas (el médico clinico) o tomar una decision
acertada en el mercado de valores.

La LB es un cuerpo tedrico que pretende emular
tales capacidades mediante su formalizacion y forma
parte junto a las redes neuronales, los algoritmos
genéticos, los sistemas expertos, etc. de los muchos
esfuerzos que se hacen para crear la llamada
“inteligencia artificial”. Mediante la utilizacion de la
LB se pueden desarrollar sistemas de control de
procesos o0 de ayuda a toma de decisiones, con las
siguientes ventajas:

¢ Eficiencia y rapidez en la implementacién, porque
brinda una metodologia para aprovechar la
experiencia de un experto.

e Tiene éxito en aquellos casos en que los datos de

entrada por su propia naturaleza son escasos,
imprecisos o ruidosos.

E-mail: *mhernan@ff.oc.uh.cu
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e Hace innecesario modelar detalladamente el sis-
tema que se pretende controlar o predecir, porque
utiliza un método heuristico.

e Permite controlar sistemas con una no-linealidad
muy marcada, donde las estrategias tradicionales,
casi siempre controladores del tipo Proporcional-
Integral-Derivativo (PID) ofrecen pobres resultados.

Trescientos afios a.n.e., Aristoteles establecié su
llamada Ley de Bivalencia que afirma que cualquier
sentencia es verdadera o falsa (1, 0), pero no ambas
cosas a la vez. La légica aristotélica nos ha sido util
por mas de 2000 afos y esta en los cimientos de la
Matematica y en el principio de funcionamiento de
nuestras computadoras. Pensadores posteriores
sugirieron que el mundo esta lleno de contradic-
ciones, de cosas que son y no-son a un tiempo y que
por tanto una tercera regién debia ser considerada.
En el siglo pasado, un matematico Illamado
Lukasiewicz® propuso inicialmente una Iégica triva-
lente. Posteriormente experimentd con légicas de
cuatro y cinco valores y finalmente llegé a la
conclusién que una légica con infinitos valores era tan
plausible como una légica con un conjunto finito de
ellos. La LB es precisamente eso, una logica con
infinitos valores que puede verse como una
generalizacién de la légica bivalente tradicional.

Muchas veces tenemos la falsa idea que describir
algo con un término linglistico y aparentemente
vago, tiene menos informacion que si brindamos un
valor exacto. Para comprenderlo mejor piénsese en
el siguiente ejemplo: Es mas rico en informacion decir
Maria es alta que decir Maria mide 1.90 m., porque



en el primer caso clasificar a Maria de alta realmente
quiere decir: Maria tiene una estatura que supera
en dos desviaciones estandar a la media de los
individuos de su sexo, raza y cultura. La razén es
simplemente que el concepto de persona alta es
contextual y lleva implicito mucha informacién
adicional. Esto es precisamente lo que se propone la
LB, operar con conceptos aparentemente vagos o
subjetivos pero que en realidad contienen mucha
informacion, de los que se pueden obtener con-
clusiones dtiles. En dltima instancia, la filosofia de la
LB es que el razonamiento exacto es un caso
particular y limite del razonamiento aproximado.

Surgida en los afos 60, la LB pasd por una
necesaria etapa de desarrollo teérico durante las
siguientes dos décadas y por supuesto ha tenido y
tiene muchos detractores®, quienes han tratado de
demostrar con cierto éxito que es innecesaria. Sus
defensores asumen una posicidbn pragmatica y
argumentan que el éxito de su utilizacion justifica por
si solo el seguir impulsando su desarrollo. Lo cierto
es que la década de los 90 ha sido testigo de una
explosién de su utilizacion en los méas diversos
campos de aplicacion, que van desde el control de
una simple lavadora doméstica de ropa hasta el de
una central electro-nuclear. En la actualidad son
numerosas las publicaciones en el mundo y los
grupos que se dedican a estudiar los llamados
“sistemas borrosos”.

La teoria de los Conjuntos Borrosos

Se considera que el padre de la LB es el
azerbaijano Lofti Zadeh quien trabajando en la
Universidad de Berkeley a principios de la década
de los 60, publicoé un par de trabajos™ ahora
considerados medulares sobre lo que él denomind
los Conjuntos Borrosos y cuya caracteristica esencial
es que, a diferencia de los conjuntos Booleanos
clasicos, la propiedad de pertenencia de un elemento
a un determinado conjunto, se describe por una
funcion que puede variar continuamente entre 0 y 1,
llamada Funcién de Pertenencia (FP). En el &lgebra
de Boole clésica, la propiedad de un ente de
pertenecer a un conjunto especifico sélo puede
tomar dos valores (falso, verdadero) a los que se les
asigna por convenio los valores extremos 0 y 1, pero
no hay valores intermedios.

La FP puede interpretarse como el grado en que
el elemento particular que estamos considerando
cumple con las especificaciones que definen a los
elementos del conjunto en cuestion y no debe
interpretarse como la probabilidad de pertenencia. Si
la probabilidad de que el elemento X pertenezca al
conjunto A es de 0.8 y afirmamos que X pertenece
al conjunto A, tenemos 80 % de probabilidad de
acertar, pero el elemento intrinsecamente pertenece
o no-pertenece a A. Cuando decimos que la FP de X
es 0.8 queremos decir que cumple en nuestro

criterio con el 80 % de las caracteristicas que
definen a los elementos del conjunto A. En resumen,
la probabilidad indica incertidumbre estadistica
mientras que la FP indica vaguedad y subjetividad.
A los creadores de la LB les cost6 trabajo apartarse
del concepto de probabilidad y convencerse de que
la FP describe una cualidad distinta.

Para comprender mejor lo que estamos explicando
veamos un ejemplo sencillo. Supongamos que la
temperatura corporal de un paciente es clasificada
en tres términos linglisticos: normal, moderada y
elevada. Supongamos también que definimos a los
pacientes con temperatura elevada como aquellos
con T e 39°C. Estaclaro que en el contexto clinico,
un paciente con T = 38.99 °C representa la misma
situacién. Imaginemos que un sistema de monitoreo
vigila a los pacientes y alerta cuando la temperatura
es elevada. Se producird una transicién brusca al
pasar de 38.9 2Ca 39 °C aunque el cuadro clinico
quizas no haya cambiado sustancialmente. Es mas,
aumentar la precision de la medicion no resolveria el
problema, porque un paciente con T = 38.999 °C
sigue clasificando como con temperatura moderada
y el ruido de la medicién puede activar la alarma
frecuentemente.

Lo que propone Zadeh es definir para cada con-
junto (pacientes con temperatura normal, moderada y
elevada) una funcién de pertenencia tal como
muestra la Figura 1. Asi un paciente con T = 36.5 °C
definitivamente pertenece al conjunto de las personas
con temperatura corporal normal (FP = 1), mientras
que un paciente con T = 38.2 ¢C pertenece d
mismo tiempo a los conjuntos moderada (FP = 0.6)
y elevada (FP = 0.2) y definitivamente no pertenece
al conjunto de los pacientes con temperatura corporal
normal (FP = 0).

Moderada Elevada

Normal

A
FP

00094 & -0-0-0-09 &

b

ToC

e | I'""”""”""’

3 38 39

Figura 1. Funciones de pertenencia de la variable T.

Para poder operar con los Conjuntos Borrosos es
necesario definir las operaciones elementales entre
ellos, léase la UNION, la INTERSECCION vy el
COMPLEMENTO. Esto implica definir el modo de
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calcular las FP a estos tres conjuntos.
Sean FP (X) y FP (Y) las funciones de
pertenencia correspondientes a los con-
juntos borrosos X'y Y. Zadeh propone:

Interseccion o AND

Un

Complemento o NOT

FP (X AND Y) = minimo de (FP (X), FP(Y))
FP (X OR Y) = maximo de (FP (X), FP (Y))
FP (Complemento X) = 1 — FP (X)

i6n u OR

Estas definiciones tienen dos rasgos interesantes.
En primer lugar el lector facilmente se dara cuenta
que las operaciones légicas AND, OR y NOT
clasicas con conjuntos booleanos cumplen con estas
definiciones. Si A=0y B =1, A*B = 0 porque toma
el minimo de ambos valores y A + B = 1 porque
toma el méximo. Las operaciones con conjuntos
borrosos son asociativas, conmutativas y distribu-
tivas y también cumplen con las leyes de DeMorgan.
De esta forma la légica de los conjuntos borrosos
puede considerarse como una generalizaciéon de la
l6gica booleana®.

En segundo lugar, puede observarse que si la FP
se interpretara como la probabilidad de pertenencia
a un conjunto, entonces la FP del conjunto Inter-
seccion seria el producto de las FP individuales.
Puesto que estamos hablando de funciones compren-
didas en el intervalo cerrado 0-1, es evidente que
FP (X) * FP (Y) < minimo de (FP (X), FP (Y)), es
decir, si hubiéramos definido la FP del conjunto
interseccion como el producto de las FP indivi-
duales, se obtendria un valor menor y por tanto
representativo de una categoria linglistica inferior.
Supongamos que la estatura de una persona
se clasifica con los términos linglisticos alto,
mediano y bajo y su peso con gordo, normal y
flaco. Supongamos también que alguien en
particular se clasifica como perteneciente al conjunto
alto con FP = 0.6 y al gordo con FP = 0.5. La FP
correspondiente al conjunto interseccion alto AND
gordo es 0.5, mientras que si interpretaramos las
FP individuales como probabilidades, la probabilidad
de ser a un tiempo alto y gordo es de s6lo 0.3.

Como el lector habra podido observar las reglas
de la LB no tienen nada de “borrosas” y estan
perfectamente definidas por lo que quizas seria més
adecuado llamarla “légica de las variables borrosas”.

Los controladores basados en Logica Borrosa

La ventaja fundamental que tiene la LB es que
permite desarrollar sistemas de toma de decisiones
o controladores en tiempo real, aprovechando la
experiencia humana. Esto agiliza la etapa de
implementacion, porque evita tener que desarrollar
modelos matematicos exactos del proceso que se
desea controlar, lo que es imprescindible con las
estrategias de control convencionales. Hay muchos
problemas de control donde tales modelos no
existen o son dificiles de obtener. Otra ventaja de la
LB es que tiene éxito en aquellas situaciones donde
son pocos los datos de entrada, tienen poca
resolucién o la relacion sefal/ruido es pequefa.
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Para comprender mejor como se desarrolla un
controlador basado en LB, hagamoslo con un
ejemplo hipotético. Supongamos que tenemos un
proceso tecnologico donde es necesario para la
buena marcha del mismo, controlar la temperatura T
(variable de salida). Supongamos también que las
variables fisicas que sirven de indicadores en cada
momento de que la temperatura debe ser modificada
son la presion Py el flujo F. (Variables de entrada)

Con la ayuda de un experto en controlar este
proceso, comenzariamos por definir los términos
lingUisticos de las dos variables de entrada y la de
salida. Supongamos que para la temperatura el
experto utiliza los términos frio, tibio y caliente;
para la presién utiliza alta, media y baja y para el
flujo mucho, normal y poco. El siguiente paso es
definir las FP de las tres variables. En esta etapa del
proceso el experto nos dird, por ejemplo, a partir de
cual temperatura T; él considera al proceso
ciertamente frio (FP =1) y la temperatura T, donde
definitivamente deja de serlo (FP = 0). En el intervalo
T1, T2 la FP toma valores intermedios. Asi se
procede con las dos variables de entrada y la
variable de salida. Para calcular los valores de FP
en la zona de transicion, se prefiere utilizar
funciones lineales, porque usar funciones mas
complejas no mejoran sustancialmente la prestacion
del controlador y si incrementan apreciablemente el
tiempo de célculo. No hay que olvidar la naturaleza
borrosa de las regiones que estamos definiendo.

La siguiente etapa consiste en definir las llamadas
reglas de inferencia, las que representan en cierta
medida “la inteligencia del controlador”. Estas reglas
emulan la forma en que el experto procederia para
controlar la temperatura del proceso. Un ejemplo de
una de ellas podria ser:

IF P es alta AND F es mucho THEN T es frio.

Puesto que en este ejemplo las variables P y F
cada una tienen tres términos linglisticos, existen
nueve reglas como la anterior donde se hacen todas
las combinaciones posibles. En realidad el experto
s6lo define, de acuerdo con su experiencia, cual es
la consecuencia de cada una de las reglas, es decir,
lo que va después del THEN. La Tabla 1 muestra un
resumen de todos los casos posibles, para nuestro
ejemplo concreto.



Tabla 1. Resultados de las nueve reglas de inferencia.

Presion P
Baja Media Alta

T T T
Mucho es tibio es frio es frio

Flujo Normal T T T
F es caliente es tibio es frio

Poco T T T
es caliente | es caliente es tibio

Toda vez que las reglas de inferencia han sido
definidas, el controlador esta listo para ser probado y
puesto a punto. El controlador funciona en un bucle
cerrado donde ejecuta repetidamente la siguiente
secuencia de acciones:

Se leen los valores fisicos de las variables P y F.

Se calculan las FP de los tres términos linglisticos
de cada una de ellas. A este paso en la literatura
especializada se le ha llamado fuzzyficacion.

Se evallan los miembros izquierdos de las nueve
reglas de inferencia y se le asigna el valor minimo
(operacion AND) de ambos operandos al miembro
derecho.

Se procede a la llamada defuzzyficacion, es
decir a calcular el valor fisico que debe tener la
variable T.

Se realizan las acciones necesarias para estable-
cer la temperatura calculada.

De las operaciones anteriormente listadas soélo la
penultima necesita de una explicacién adicional. En
un determinado momento habra valores de P y F
cuyas FP son iguales a cero para ciertos términos
linglisticos. Esas reglas dan una consecuencia
también nula (al tomar el valor minimo) y se llaman
reglas “inactivas” porque no contribuyen al valor de T.
Entre las reglas “activas” puede haber varias que
tengan una consecuencia descrita por el mismo
término lingUistico, por ejemplo, T es caliente.
Supongamos que dos reglas distintas brindan el
resultado T es caliente con FP = 0.8 y T es caliente
con FP = 0.6. Entre ellas se hace la operacién OR
y se toma el maximo de ambas, es decir al final
nos quedamos con el resultado T es caliente con
FP =0.8.

Finalmente queda por resolver el problema de
cémo combinar las reglas cuyas consecuencias
estan descritas por términos linglisticos diferentes
entre si, por ejemplo, T es caliente con FP = 0.8 y
T es tibio con FP = 0.4. Se trata ahora de encontrar
el mejor compromiso para el valor de T y para ello
han sido propuestos varios métodos. Aqui explica-
remos el llamado método del Centro de Gravedad
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(CoG), que es uno de los mas utilizados y que se
ilustra en la Figura 2. Las FP T es tibio y T es
caliente se truncan a sus valores maximos, a
continuacion se superponen las areas resultantes y
se calcula la coordenada T del Centro de Gravedad
del area total. De esta forma obtenemos el valor de
la temperatura que debe establecer el controlador en
esta fase del proceso.

FP T es Tibio

T es Caliente

1
0,8

0,4

2
7
00

4
%

T del CoG

T

Figura 2. Método del Centro de Gravedad para calcular
el mejor valor para T.

Para poner a punto y afinar la prestacién de un
controlador basado en LB se utilizan generalmente
dos métodos. Uno de ellos es modificar las conse-
cuencias de una o varias reglas de inferencia, sobre
todo de aquellas que permanecen mas tiempo
activas y tienen mayor influencia en la variable de
salida del controlador. El otro método es multiplicar
el resultado de una regla de inferencia por un factor
de ponderacion comprendido ente 0 y 1. Por omision
se supone que todas las reglas tienen al inicio del
proceso de puesta a punto, un factor de ponderacién
igual a 1. De esta forma podemos reforzar o debilitar
la influencia de una regla en el resultado final.

Cuando el sistema a controlar tiene muchas
variables de entrada y a la vez cada variable tiene
varios términos linglisticos, la matriz de reglas de
inferencia puede ser muy complicada. Una ventaja
de la LB es que puede comenzarse con una matriz
incompleta donde sélo estén presentes aquellas
reglas que resultan activas en el intervalo mas
comin de las variables de entrada. Los expertos
recomiendan utilizar para cada variable un niumero
de términos linglisticos impar y comprendido entre
tres y siete. Esto se debe a que las personas tienden
naturalmente a clasificar una variable en dos valores
extremos y un valor intermedio y a que la memoria
de corto plazo le es dificil recordar mas de siete
situaciones.

En una entrevista realizada en cierta ocasién a
Zadeh, se le pregunté dénde inicialmente él esperd
que la LB encontrara una mayor aplicacion y
contest6 que en campos como la economia, la
sociologia y las artes y no precisamente en la
ingenieria que es lo que ha sucedido en realidad.



Japon es el pais que mas uso ha hecho de la LB e Simulaciéon de procesos legales (Nagoya Univ.,
para el desarrollo de sistemas de control y toma de Meiki Gakum Univ.)

decisiones en los mas diversos campos. Algunos , ,
ejemplos muy ilustrativos de aplicaciones en este * Control de un solo botén de una lavadora domés-

pais’ son: tica de ropa (Matsushita, Hitachi)

o Mejoras de la seguridad en reactores nucleares. ° Prediccion temprana  de terremotos (Inst.  of
(Hitachi Bernard Nuclear Fuel Division) Seismology Bureau of Metrology, Japan)

e Control de trenes subterraneos para mejorar la  °® Sustituto de un experto en actividades de la Bolsa
precision al detenerse y el ahorro de energia de Valores (Yamaichi, Hitachi)
(Hitachi) o

Diagnéstico del cancer (Kawasaki Medical School)
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