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REDUCCION DE LA CONCENTRACION DE ELECTRONES
EN InGaAs CRECIDO POR LPE POR ADICION DE TIERRAS
RARAS AL FUNDIDO

A. Irlbarren, IMRE, Unlversidad de La Habana.’
V.G. Gruzdov, A.T. Gorelenok, I.F.T. A.F. Ioffe, Leningrado.

RESUMEN.

Se presenta la reduccién de la concentracién de electrones en capas de
InGaAs crecidas por epitaxia desde la fase liguida (LPE) con adicibn de ..
tierras raras en el ‘fundido de Crecimiento v'cortos tiempos de preca~
lentamiento. Se obtiene la expresién-mateméfica gue- se ajusta al compor--.

tamiento de los puntos experimentales.

ABSTRACT

The electron concentratlon reductlon in LPE grown InGaAs layers w1th rare-
earth addition.in the growth nelts and short baking times is presented An '
expression vhlch adijusts to the data behaviour is obtained.

INTRODUCCTION
bas soluciones sélidas de In GaT xAsyP1-y acopladas reticularmenté één;
el InP son materlales 1mpresc1nd1bles para la obtencidn de d15pos;t1vos

optoelectr6n1c05quetrabajan en el rango de longitudes de onda entre

0,95 y 1, 67 um. Las estructuras de ellas obtenldas requieren, para la

'fabr1cac16n de fotodiodos, capas ‘que posean alta pureza, o sea, bajas

concentrac1ones de lmpurezas que redundan en zona de carga espacial “ancha,
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capac1dades bajas y bajo ruido, lo que es 51gnif1cat1vamente lmportantef
en los fotodiodos de avalancha (app) [1], de manera que en régimen de.
trabajo, el dispositivo tenga ruptura de -avalahcha y no Zener. Para- gue

esto ocurra, se requlere gue la concentracxén de 1mpurezas donoras sea
menor que 6.10*" cm® en el Ing 5463, AP As, que 2.10*7 ¢m™® en el InP y
_ . , , . )

con valores intermedios entre los sefialados segln la composicidn del

InXGa1_xAsyP1_y [21. Para disminuir la concentracién de impurezas en las:

capas epitaxiales de estos compuestos, que normalmente es de alrededor de

10/ cm™?, se ha utilizado ademis de materiales de partida de alta pureza
y un entorno de trabajo limpio, el precalentamiento de los fundidos
durante periodos de tiempo del orden de decenas de horas [3, 4, 51. Otro
mé&todo también empleado para ello es la adicién de tierras raras en los
fundidos [61. '

En el presente trabajo se muestran resultados obtenidos en la reduccidn
de la concentracidn de impureras en capas de IrGaAs por a:licidn al
fundido de crecimiento de tierras raras CoOmo Ho, Gd y Dy.

TECNICA EXPERIMENTAL = = '

Se utlllzé la té&cnica convencional de LPE para el cre01m1ente ‘de las
capas- de compuestos del sistema In-Ga-As-P. Los crecimientos se reallzaron
en un bote de corredera de graflto manipulado con varillas de molibdeno
dentro de un reactor de cuarzo por el gue pasa hidrégeno purc. El reactor
se encuentra dentro de un horno controlado que posee una zona isot&rmica,
de manera que a lo largo del bote -la temperatura sea la misma. Para el
crecimiento se sitda en el bote un fundido de In solo, cuya funcibn es
eliminar las capas del sustrato dafiadas por .el calentamiento, luego un
fundido de In+InP para la capa buffer y-a continuacidn el fundido del

ternario de In+InAs+Gahs.

Previo a los crecimientos se preparafbn y homogenizaron los fundidos
mediante su calentamiento a temperatura algo superior a la del proceso.
En este precalentamiento que fue de dos horas se excluye el fundido de
In solo [51 y no se coloca el sustrato. A los fundidos sblo se les

agregd como impureza la tierra rara.

Los sustratos fueron de InP tipo n con orientacién {(100).

EMPLEO DE LAS TIERRAS RARAS Y RESULTADOS

~El empleo de las tlerras raras como 1mpurezas en los fundidos para
~reducir la copcentrac16n residual de donores en las capas crecidas se ha
reportado_ en compuestos ITI-V del sistema In-GauAs-P {6]1. Este fendmeno
se explica por el hecho que las tierras raras forman compuestos quimicos
con los elementos del grupo VI en el fundido, evitando la captura de
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estos compuestos por la fase sélida L7, 8, 9], En este trabajo se presenta

el crecimiento de capas de InGaAs a partlr de fundidos con adiciéh de
Ho, Gd y Dy. Los tiempos de.; .precalentamiento de los fundidos fueron de

2 h, Las medlclones de concentra016n de portadores gse realizaron por el
método de C-V con punta de Hg, escoglendo 1as capas con buena morfologia
superficial. En la Figura 1 se nmuestran los resultados obtenidos en capas
de InGaAs crecidas a partlr de fundidos con adicién de Ho. Es de notar
que gréflcamente se aprec1a la tendencia a disminuir la concentra016n de
portadores con el aumento de la cantldad de Ho. Asumiendo una expre516n
exponencial, por el método de minimos cuadrados se obtiene:

n = 1,15. 101’ . exp [-7724 . x1 (1

donde XZ es la concentrac16n de Ho en el fundldo en fracc1ones atémlcas

y n la concentracibn de electrones en cm °.

En la Figura 2 se agregah a los datos correspondlentes a la adicidn de
Ho, los de Gd y Dy, observindose gque los puntos estén en el entorno de los
primeros, aungue al aplicar minimos cuadrados a ‘todo el grupo de Valores,
la expresidn gueda: )

n = 8,9.10° . exp [-7665 . x4 | (2)

De los grificos y las condlclones del proceso se 1nf1ere .que con cortos
periodos de precalenfdmlentoiy el*empleo de cantidades adecuadas de
tierras raras en los fundldos puede reducirse la concentr3016n de porta- -

~? para XZ:Q 0,05 O/ ai de

dores hasta en-dos,érdenes, o seéa, n  10'° cm
Gd en el fundidoi'Lé'cantiddd de tierra rara se asume que no afecta~TIa
capa crecida, pues no-se incorpora a el]a, ‘sino dque sélo;actﬁa sobre el
fundido, formando compuestos quimicos con las impurezas re51duales del
grupo VI, especialmente con el & [91, de ahi que puedan obtenerse

capas puras de InGaAs sin necesidad de largos precalentamlentos £3, 4, 51,

CONCLUSIONES

Se crecieron capas de InCGaAs agregando tlerras raras a los fundidos,
ic que condujo a-una redunc;én_51gn1£1cat1va de la concentracidn de

electrones’ de*hasta dos “6rdenes. La obtericifn de tales resultados indica

gue no son necesarios largos precalentamientos si se agregan cantidades

adecuadas de tierras raras a los fundidos.
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Figura 1. Dependencia de la concentracidn
de portadores en capas de InGaAs
con la concentracién de Ho
en el fundido.
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INFLUENCIA DE LA TEMPERATURA
EN LAS CARACTERISTICAS VOLT-AMPERICAS
DE FOTODETECTORES DE SILICIO '

Marcia Garcia A., Manuel Igles;as P. y Sara Agullera M., IMRE-Facultad
de Fisica, Universidad de La Habana. .

RESUMEN

Fn este trabajo se describe el montaje de una técnica experimental que
brinda la posibilidad de medir las caracteristicas volt-ampéricas a
diferentes temperaturas de los dispositivos que se fabrican en el . labora-
torio de.Celdas Solares de Silicic del IMRE, en la Universidad de La
.Habana. Se analizan los resultados obtenidos & través de los cuales es
posible identificar los mecanismos limiteS'de_recombinacién, generacidn y

transporte de portadores que existen en estos dispositivos de silicio.

ABSTRACT

An experimental technique to determinate the volt-amperical characteristics
at different temperatures is described in this paper. Using this technique
the I-V characteristics of photodevices produced at the "Silicon Solar
Cells Laboratory" in IMRE at Havana University were meassured. By analysing
the results we identify the recombination, the generation and the

transport mechanisms of carriers acting in these silicon photodevices.
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INTRODUCCTION
1. Efectos de la temperatura en las caracteristicas de salida de un

fotosensor.

Debido a que la temperatura de trabajo de un fotosensor puede variar
sustancialmente, es necesario conocer y analizar los efectos gue causa

la temperatura en. su funcionamiento.

Las caracterfsticas I-V: oscuras e iluminadas con la temperétura COomo
pardmetro permiten  identificar '1os mecanismos limites de recombinacidn
en el semiconductor, asi como los de generacidn y transporte.de porta-. -

dores en este, .

Los primeroé estudios de los efectos de la temperatura en las caracte-
risticas de salida y en los par@metros internos de:estos,diSpositivos
fueron hechos por Wysocky y Rappaport [1]. Otros autores han continuado
estas investigaciones [(2-101; pero los resultados de las mismas y de
otras realizadas a posteriori no han llevado a conclusiones. muy

consistentes, - . S

Sin gmbargo, se ha podido verificar una tendencia general en la
variacifén de los valores. de algunos par&metros de los fotosensares

(como la Icc y el Vca’ entre otros) ante los incrementos y descensos de

temperatura.

l.a EFECTOS DE TA TEMPERATURA SOBRE LOS PARAMETROS DEL SEMICONDUCTOR.

t.0os pardmetros del semiconductor que determinan el comportamiento de .
un fotodetector como funcidén de la tempesratura son: -la concentracidn

intrinseca de.portadoresﬁlnfl,_larlongitud:de difusién (LD) gue depende

del tiempo de vida (1} .y de la movilidad'(u), Yy el coeficiente de
absorcidn (u) que tiene una relaCLén dlrecta con el ancho de la banda de
energia prOhlblda (E ). '

La concentracibn 1ntrinseca de portadores juega un papel 1mportante en

la determlna016n del voltaje a 01rcu1to ablerto (V l,lel cual decrece
fuertemente:con el .aumento de la temperatura, vya gque nﬁ.crece de la
misma forma [27. ‘

La movilidad de los portadores en la baéé délhsemicdnductor'decrece
algo con el incremento de temperatura. En el silicio, el tiempo de wvida
generalmente se inqrementa-en-algunos‘érdenes con el incremento de la .
témperatura,,tanto para. material tipo.n coma.para material tipo p. Estas
variaciones -en los valores de la movilidad y en el tiempo de vida, en el
caso del silicio, conducen a un aumento de. la longitud de dlfusiﬁn con
el aumento de la temperatura £21.
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11 coeficiente de absorcién del silicio aumenta con el incremento de

la temperatura, es decir, sufre un corrimiento hacia las bajas energias

[z2, 3, 113.

{.b WFECTOS DE LA TEMPERATURA SOBRE 0§ PARAMETROS DEL DISPOSITIVO.
.a corriente de cortocircuito (Icc) se incrementa muy ligeramente con

el incremento de temperatura, por una parte debido al aumento de la
longitud de difusifn y por otra, debido al aumento del ceeficiente de
absorcién como consecuencia de la disminucién del valor del ancho de la
banda prohibida [2, 3, 111.

El voltaje a circulto abierto (V ) en los fotosensores de silicio

decrece muy fuertemente de forma casi lineal con el aumento de la tempe-
ratura. Este decrecimiento se debe al fuerte incremento de la corriente
oscura cbn la temperatura, a la disminucién de la resistencia paralelo y a
los efectos de recoimbinacibh de portadores [2]. Se ha encontrado una ras=
z6n de decrecimiento de aproximadamente 2,5 mv/ C para fotosensores de.
gilicio con resistividad en la base de p = 10 g-cm y de 2,2 mV/ °c para los’
de p = 2 Q-cm.

La corriente oscura {Io) geheralmente estd compuesta por la corriente

de inyeccién (I, _); la corriente de recombinacién en la regién de

iny
empobrecimiento (Ir) y en algunos dispositivos, por la corriente de
tunelaje (Itun)‘

Parda dispositivos de silicio con resistividad ‘en la base entre
1-10 Q=gm, el valor de 1a densidad de corriente de inyeccidn extrapolada

a V = 0V es aproximadamerite de 10;12 ﬁ/cmzf mientras que el valor de la
densidad de corriente de la recombinaci&n-genéracidn es aproximadamente

de 1(Ii"B A/sz. Al mismo tiémpo, ia corriente de inyeccidn varia con la

temperatura sigulendo la dependencia eqv/kt

, mientras que la corriente
de recombinacibn varfa con la temperatura segfin eqv/2kT' por lo que ias
primeras dominan para altos voltajes de polarizacidn y las segundas para
bajos voltajes de polarizacibn. La corriente de tunelaje, sin embargo, es

muy independiente de la temperatura.

Precisamente del anflisis de las caracteristicas I-V bajo polarizacién
directa; donde la temperatifa; T, es el par&metro, se pueden identificar
los mecanismos de corrlente dominantes para los diferentes rangos de
wvoltaje y corriente. Para el silicio, la dependencia de la corriente
oscura, Io' v de 168 factores de correeaién,- i con la tenperatura, T,

son conocidos para cada mecanismo [4], come muestra de la Tabla 1.
¥ 172 . '



v | |
Los mecanismos 1, 2 y 5 pueden ocurrir en diodas de juntura, Schottky,
M.I.S. y S.I.S. : ' :
Los mecanismos 3 y 4 ocurren generalmenté en dispositivos con barrera
en la superficie, como los Schottky, M.I.S. y S.I.S.

El mecanismo 1 puede identificarse f&cilmente porgque, adem&s de que
5 = 1 en la rama difusiva a temperatura ambiente, el gr&fico ln{Ioz)

A
Vs 1/T es lineal.

El mecanismo 2 puede identificarse porQue, adem&s de ser Ay = 2 en la
rama recombinativa a tempgratura ambiente, el gr&fico In(I_,} V.= 1/T es
lineal.

El mecanismo 5 se identifica porgue la depehdencia del in(Ioz) con la
temperatura T es 1inea1.y_A2T = cte para cada tempe:atu:a; adémas'de:qué,

a partir de la rama recombinativa, las curvas In(I) Vs V a diferentes
temperaturas son casi paralelas.

Los mecanismos 3 y 4 ocurren en los diodos Schottky o M.I.S. y se
identifican porque el gréficb in(Ioz) Vg= 1/T es lineal,

Todos los mecanismos que se presentan en la Tabla 1 ocurren- simultdnea-
mente y en dependencia de la polarizacidn y del dispesitivo analizado,
predominarg uno o a lo sumo dos de ellos. )

Ademis de los mecanismos cl&sicos de generacidn interna de corriente
tabulados, pueden estar presentes otros mecanismos en los fotosensores.
Ellos son la recombinacién Auger (en'matefialeS'altamente‘dopados), 
transporte a través de las fronteras de granos (en materiales policrista-
linos) y fugas de corrientes en los limites de la regién de carga espacial
{(en semiconductores amorfos y orgédnicos) [4].

Finalmente debe seﬁalarse que las caracterfsticas eléctricas y éptlcas
del silicio se degeneran mucho para temperaturas superiores a los 150 C

Y: POr ende, se limitan las posibles apllcac;ones de los fotosensores que
‘'se fabrican con este material.

RESULTADOS Y DISCUSION

Para el anilisis de las caracteristicas volt-ampéricas a diferentes
temperaturas de los fotosensores de silicio fabricados en ‘el laboratorio
de Celdas Solares de Silicio del I.M,R.E,, tanto en condiciones de
oscurldad como de iluminacifn se construyd un pequefio horno que permlte
las variaciones de temperatura entre la ambierite y los 100 C Las
temperaturas elegidas para realizar las mediclones de las caracteristicas

volt-amp&ricas fueron la ambiente (aproximadamente 25 °¢), 50, 75 y 100 °c.
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Los estudios se realizaron sobre fotodiodos de silicio de juntura p-n

con superficie texturada y contactos de aluminio, de drea pequeiia
(aprox. 7 mm?).

para analizar el comportamiento de los dispositivos bajo iluminacibn se

midieron dos par&metros importantes: el voltaje a circuito abierto, Vca Yy

la corriente de cortocircuito, Icc.Eﬂ nivel de iluminacién utilizado fue

de 6000 1x, aproximadamente equivalente a 30 mW/cm?. La temperatura en la

superficie de la oblea fue medida con un termopar de cobre- congtantén,

con una precisidén de 0,01 OC.

para el procesamiento de la data experimental fue elaborado un
programa de computacidn en lenguaje N88-Basic que'permite calcular casi
todos los parametros qué pueden ser obtenidos a partir de las caracteris-
ticas directa e inversa oscuras, asi como directa iluminada para cada
temperatura.

2.q CARACTERISTICAS VOLT-AMPERICAS OSCURAS EN REGIMEN DE POLARIZACION DIRECTA
A DIFERENTES TEMPERATURAS.'

La Figura 1 muestra la caracteristica I Vs V oscura bajo polarizacidn
directa, medida a diferentes temperaturas, de un fotodiodo tipico de
silicio elaborado en nuestro laboratorio.

Se observa que con el aumento de T ocurre un desplazamiento de las
curvas, para un valor fijo de corriente, hacia voltajes menoréé; lo que
corresponde con lo reportado por otros autores [2-12]1. A partir de ellas
se calcularon los valores de las Rs y Rp en sus respectivos rangos de
voltaje. La resistencia Rp se determind por la pendiente inversa de la
curva I-V para voltajes entre 10 y 100 mV a cada temperatura y Rs para
voltajes entre 700 y 800 mV.

La Figura 2 muestra la dependencia del in(Rp)‘Vs T. La disminucidn
lineal del logaritmo de Rp con T resulta coincidente con lo reportado
en la literatura consultada [13]1, Esta disminucidn de Rp es de esperar,
como consecuencia -del incremento de los efectos recombinativos (y, por
tanto, de las corrientes de recombinacién-generacidn} en la zona de baja
polarizacién, que conllevan a una disminucién de la pendiente inversa de
la curva I Vs V.

La Figura 3 representa la dependencia del in(I) Vs V, de la que pueden
apreciarse f&cilmente las ramas recombinativas y difusivas. A cada rama

le fue calculadd su factor de correccidn, A1 vy A2, respectivamente y, por

el método de Neugroschel [14], fue determinada la rama difusiva ideal,
representada por una lfnea de puntos, cuyo factor de correccibén, Ay,

tambi&n fue calculado. Para cada una de las tres ramas fue calculada la
corriente oscura de saturacidn correspondiente.
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Para la temperatura ambiente, las ramas recombinativas y difusivas
estidn muy bien dlferen01adas, dominado las prlmeras ‘para baJOS voltajes de
polarlzaC16n 'y las segundas para altos voltajes de polarizacién. A medida

gue aumenta la temperatura; la definicién entre una y otra rama se va

perdiendo yrpara los 100 0C, es imposible distinguirlas. Las ramas difu-
sivas reales se alejan mds de las curvas I-V ideales a medida que se
incrementa la temperatura, para el mismo intervalo de voltajes. Puede
concluirse que para altas temperaturas, la conducc16n de corriente se debe
- al efecto combinado de los mecanismos d1fu51vos V4 recomblnatlvos en todo

el rango de voltajes.

Las Flguras 4a y 4b muestran la dependen01a semllogarltmlca de la

corriente oscura de saturacidn de la rama dlfu51va, 02, con el inverso

de la temperatura y con la temperatura, resPectlvamente. La'Figura 4c
presenta la dependencia Seﬁilogaritmica'de'ia corriente oscura de satu-
racién de la rama recopbihativa, I§1,'cop‘la'températura.

En la Figura 4a se puede apreciar una éorrespéndendia lineal (confirmada
por el factor dé correlacidn de‘ajUSté de la recta igual_a 0.99) entre el
in(I_,) y I/T. Teniendo en cuenta lo reportado en la Tabla 1, se podria

.afirmar que uno de los mecanismos de transporte de corriente existentes en
este tipo de dispositivo es el de recombinacifn y difusién en el volumen

cuasineutral del semiconductor.

En la Figura 4b se observa también una dependencia lineal entre el

intloz) y T. 8in embargo, no'podemos afirmar que el mecanismo de”fhnéiaje'

directo interbandas o mediante niveles intermedios esté presente en el
semiconductor ya que no se cumple la condicién de que el producto del
factor de correccién de la rama difusiva real por la temperatura (A T) sea

constante, o por lo menos tlenda a serlo, ni tampoco gue las curvas 1n(I)

Vs V a dlferentes temperaturas gean paralelas entre si

En la Figura 4c es facil ver que el mecanismo de recombinacidn-genera-
cidn de portadores en la zona de carga espacial de la juntura estd
presente, debido a que se cumple la linealidad en la curva 1n(I ) Vs 1/T

Yy que el factor de correccién de la rama reccmbinativa a temperatura

ambiente se encuentra en el intervalo (1,2).

2.b CARACTERISTICAS VOLT-AMPERICAS OSCURAS EN REGIMEN DE POLARIZACIﬁN INVERSA
A DIFERENTES TEMPERATURAS.

La Flgura 5a representa la gréifica de I vs V a diferentes temperaturas,
en cond1c1ones de polarlzac16n inversa. En ella se puede observar una
ruptura abrupta, con un valor del voltaje de ruptura bien definido de
aproximadamente 9 V. La Figura 5b muestra la‘ dependenc1a t&rmica del
voltaje de ruptura. '
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La dependencia del in(Ioz) con T se-represehté en la Figura 6. El valor
de BEin{Io)]/BT correspondiente resulté ser aproximadamente igual a

0.07 °c~!, que concuerda con lo reportado por Millman [151.

2.¢ DEPENDENCIA DE LA CORRIENTE DE CORTOCIRCUITO Icc Y EL VOLTAJE A CIRCUITO ABIERTO

v,, CON LA TEMPERATURA.

La Figura 7 representa la dependencia de ICC con T. En ella se puede
apreciar que la I aumenta ligeramente con el incremento de la temperatura

y existe una buena correspondenCLa lineal, dada por un factor de
correlacién mayor que 0.99. Este resultado concuerda con los reportados en
la bibliografia consultada £2-101,

En la Figura 8 se muestra la dependencla del voltaje a circuito ablerto
con la temperatura para el fotodiodo estudiado. De ella se puede concluir

que V.., disminuye sensible y llnealmente con el aumento de T y concuerda

con lo observado en las Flguras 2y 6 respecto a la disminucidn de Rp y al
aumento de IO con T, asi como con el aumento de los efectos recombinativos

en el semiconductor.
E1 valor de 8V, /3T fue de -3.4 mv/°C, que es del orden del valor

reportado en 1la 1iteratura referida, aproximadamente igual a -2.5 mv/°C.

CONCLUSIONES

1. DEL ANELISIS DE LAS CARACTERISTICAS VOLT-AMP&RICAS OSCURAS BAJO POLARIZACI&N DIPECTA
EN EI INTERVALO DE TEMPERATURAS ENTRE 25 O v 100 OC, SE PUEDE CONCLUIR QUE:

a) Con el aumento de temperatura, la resistencia paralelo disminuye.

b) En la dependencia de in(I) con V se observa que, en la medida que
aumenta la temperatura, la definiéién entre las ramas recombinativa Y
difusiva disminuye, ya que a altas temperaturas la conduccidn de
corriente se debe al efecto combinado de los mecanismos difusivos y recom-
binativos en todo el rango de voltajes.

¢} En el dispositivo estudiado estén presentes los siguientes mecanismos
de transporte de corriente: recombinacién-difusién en el volumen
_ cuasineutral del semiconductor y recombinacién-generacién en la zona de
carga espacial de la juntura.

2. DEL ANALISIS DE LAS CARACTERISTICAS VOLT—AMP&RICAS OSCURAS BAJO POLARIZACION INVERSA
EN EL INTERVALO DE TEMPERATURA ESTUDIADO, SE PUEDE CONCLUIR QUE:

a) El mecanismo de ruptura de la juntura es el de multiplicacifn por
avalancha, debido a que BVrIBT >0y v, > V.
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b) Se encontr® una dependencia casi lineal entre in(IO) y la
i e o o )
temperatura T y que 3[1n(Ib)3/BT estd en el rango de 'los valores reportados

en la bibliografia. .

5. DEL ANALISIS DE LAS CARACTERISTICAS VOLT-AMPERICAS BAJO ITUMINACION EN EL INTERVALO
DF TEMPERATURA ENTRE 25 °C'Y 100 °C SE PUEDE CONCLUIR QUE:
a) La corriente de coftocircuito aumenta ligera y linealmente con el
aumento de la temperatura.
b) El voltaje a circuito abierto disminuye sensible y-linealmente' con

el. incremento de la temperatura, y el valor de avca/aT estd en el rango de

flos valores reportados en la bibliografia consultada.
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Figura 1. Caracteristica voltampérica oscura’en régimen de polariZacién_'
directa a diferentes temperaturas de un fotodiodo de 5i
_tipico. L
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L
Tabla 1. Dependencia de la corriente oscura, LN de los factores
de correccidén, A,, con la temperatura, T, para los distintos

mecanismos de corriente que pueden’ ocurrir en diferentes
dispositivos de silicio.

MECANISMO A .Io DEPENDENCIA CON LA T
1} Recombinacidn E Eg
y difusidén en el - E% - kT
3 e
volumen del SC. _ 1 c T e

2) Recombinacidn
gencracién en la E
zona de carga 372 ~ BKT - ®TA

»

espacial. 1<A%2 ¢ T e e

3) Emisién termo- . 2 kT. — ¢, /KT
idénica. A 2 i € T e q)b/ 2 L

4) Tunelaije termo- ‘ — ¢ /AKT
iénico. A=A(T)>1 ~e ¢b/

.

5} Tunelaje directo
interbanda O ‘
medianhte niveles : T/ /T
intermedios. AT=cte e (o) e o}
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RESUMEN

Se reporta el resultado de la determinacidn de la estructura cristalina
del 1,1 (a-ciano furano acrilato de furfurilo) 2,2 diclorcetanoc, de
férmula guimica C22H1606N2C12. Los parimetros ¢ristalogriaficos de la

celda unitaria son: a = 7.87 (1); b = 12.11 (1); ¢ = 12.25 (1)a°;

W - 110.26 (1); 8 = 93.66 (1) y v = 99.45°(1). Grupo espacial P1. Se
midieron 2150 F (hkl) diferentes de cero y no equivalentes, se determinaron
las posiciones de todos los stomos (incluyendo los hidr6genos} . La
estructura se refind hasta un valor final del factor R = 0.029. Se

calcularon las distancias y angulos interatémicos.

ABSTRACT

In this paper we report the investigation of the crystal structure of the
1,1 (a-cyano Furano Furfuryl Acrylate) 2,2 dichloroethane. It was used
X-RAy diffraction. The parameters of the unit cell are: a = 7.87 {(1);

b = 12.11 (1); ¢ = 12.25 (1A% o = 110.26 (1); 8 = 93.66 (1} and

y = 99.45° (1). Space group P1. There were measured 2150 F (hkl) different
from zero. The final R factor obtained in the process was 0.029. The

direct method was used for the determination and the interatomic

i

distances and angles are given.
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INTRODUCCIFON

A partir de la disolucidn de 0.02 moles de furfural en 20 ml de etanol
absoluto, se obtuvo el C22H1606N2C12 a 14 cual se le adicionan 0.02 moles
de ciancacetato de etilo recién destilade, luego &sta se agits vigorosa—
mente, afiadiéndose 5 gotas de etanolato de sodio al 10 %. Transcurridos
10 minutos se separaron de la disolucibén.unos cristales fincs, el preci-
pitado se 'lavd y filtrd en una solucibn a partes iquales de etanol y
agua; 0.036 moles del precipitado se mezclaren con 0.018 moles de
hidrato de cloral, adicioénféndole a la misma 90 ml de S04HZ -concentrado
durante 10 minutos, la temperatura se mantuvo entre 18 y 22 0C. Transg-
curridas dos -horas de vertida la mezcla reaccionante sobre hielo picado,
precipitando el compuesto deseado en forma de pequefios crlstales de
coloracibn .amarilla, el que fue lavado en una solucién de etanol y agua

(1:1), /1/.

Con el f1n de obtener monocrlstales de dlmen51ones adecuadas para la
medlclén de los maximos de reflex16n,'el compuesto fue recristalizado por
el método de evaporacién de una solucidn saturada del mismo en etanol a
temperatura constante, 13 cdal fue prbtégida de la incidencia directa de -
la radiacidn visible durante un periodo de 15 dias, al cabo de los cuales
se obtuvieron mohocristales en forma de prisma.-

La determinaci6n de la estructura cristalina del 1,1 («-ciano furano
acrilato de_furfufilo)'2,2'diéloroetano:forma'ﬁdrte de las investigaciones
estructurales que sobre los compuestos furdnicos realizan los autores
/2, 3/ en coordinacidn con el Instituto Cubano de Iﬁvestigaciones.de los
Derivades de la Cafia de Azdcar, (ICIDCA)

MATERIALES, METODOS Y RESULTADOS

La seleccién del monocristal empleado en el experimento se realizd
con ayuda de un microscopio esteéreosebpico, tomando en consideracidn que
el cristal tuviera sus caras definidas y no presentara -dngulos -entrantes,
seleccionindose un monocrlstal en forma de ‘prisma de dimensiones.

0.2 x 0,2 x 0.3 mm . ' : ' ' '

La determinacién de la simetrfa y el c&lculo de los parfmetros crista-
logrdficos de la celda unitaria, aéi'como la orientac¢idn del monocristal
en la cabeza goniométrica se efectud en un difractémetro manual /4/,
obteniéndose que el compuesto estudiado cristaliza en el grupo espacial,

PT del sistema triclinico, con par&metros cristalogrdficos de la celda
unitaria: a = 7.87 (1); B = 12.11 (1); c = 12.25 (1A% ¢ = 110.26 (1);
B = 93.66 (1) y v = 99.45° (1).

En_lanmédicién.de las.intensidades infegraiés'selutilizé_un'difracté-
metro automitico construidolsobre.lé baée del difracfdmetro.manual /4[{“

el cual posee una miquina computadora M-400 acoplada, que realizé'las
C g S |
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funciones de direccifn del experimento, asi como, las correcciones de los
factores cinematicos y de polarizacién; en el compuesto que se analiza no
es necesario introducir correcciones debido al pequefio valor del

coeficiente mdsico de absorcién (7= 0.07).

Las intensidades inteygrales se midieron utilizando el método {(w, 20)
barrido con contador fijo y cristal giratorio, utilizando radiacidn MoKa
monocromatizada con cristal de grafito pirolitico y un diagrama 1o
suficientemente ancho frente al contador, el cual permite reglstrar el
haz difractado mientras el nudo de la red reciproca atraviesa la esfera
de Edwald /5/.

En total se midieron 2150 reflexiones no nulas y no equivalentes,
tomando como criterio que el nidmero de conteos minimos fuese mayor que

2f ({(donde f es el fondo medio para el intervalo angular en cuestién), en
un camrpo difraccional sin 6/x = 1.38 A7,

para el cdlculo de la estructura se utilizé.el sistema Rentgen-75 /6/,
el cual incluye como un subprograma el tratamiento de los m&todos directos

(método multivariante)}, para <ristales centrosimétrico y no centrosimé-
trico.

En calidad de conjunto de arrancada empleado para la generacidn de las
fases 384 reflexiones de mayores valores del factor de estructura -
normalizado /7/ E, las 2150 F (hkl) medidas aparece en la Tabla No. 1. El
valor promedio del criterio de confiabilidad resultante para dicho

conjunto es o = 16.5 /8/.

De las cinco mejores variantes calculadas /6/ teniendo en consideracidn
los valores de R obtenidos, asi como las caracteristicas cristaloquimicas
del compuesto, se selecciond una variante con R = 0.52 y la posicifn en
primera aprox1m3016n de 16 stomos (no hidrdgenos). Mediante sucesivas
sintesis de Fourier y ciclos de refinamiento se determinaron las posiciones
de todos los &tomos, excepto los dtomos de hidrégeno. Las posiciones de
estos Atomos fueron refinadas sucesivamenfe en aproximacidén isotrdpica y
anisotrfpica hasta un valor R = 0.0.35. Mediante sucesivas sintesis
diferenciales de Fourier y ciclos de refinamiento se determinaron la

posicién de todos los atomos de hidrdgeno.

La estructura determinada se refind en aproximacién anisotrdpica para
todos los dtomos excepto los de hidrégeno, los cuales fueron refinados en
aproximacidn isotrdpica hasta un factor R = 0.029,

En el proceso de refinamiento se utilizd el m&todo de los minimos
cuadrados y el programa confeccionado a tal efecto por Bussing, Martin y
Levi /9/, modificado y adaptado a la VESM~6 /10/, el sistema de pesos
estadisticos de Cruickshank /11/ y los factores atémicos de los &tomos
neutrales /12/.
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En la Figura 1 aparece la proyeccidn axonométrica de la estructura
dibujada por la miquina VESM-6é con el programa ORTEP /13/ el cual fue

modificado e instrumentado para dicha méquina‘/IO/.

Las coordenadas de todos los &tomos aparecen en la Tabla No. 2. Los
factores térmicos anisotrSpicos de los &tomos de carbono, oxigeno,
nitrégeno y cloro se presentan en la Tabia No.. 3 'y los factores

isotrépicos de los ftomos de hidr&geno eﬁila_Tapla No. 4.

Las distancias y &ngulos de enlace se-presentan en las Tablas Nos.
5 y 6, respectivamente, 1as mismas fueron calculadas con el programa de

Bussing y otros /14/ vy modificado por 1os autores /10/.

Se observa que los: valores medios de 1os enlaces de C-C = 1.411 R:

C-H = 0.94 R; C=0 = 1.191 A,‘C-O = 1.379 K; cse¢1 = 1.705 8 y c=N = 1.140 3,

concuerda con los valores reportados en literatura /15, 16/.

Se calcularon las - ecuac1ones de los plancs de los anillos furédnicos de
la estructura respecto a 1os ejes 8e la celda unltarla trlclinlca, asi.

'como el &ngulo entre los m1§mos, el cual es de 137. 2°

Para el anlllo deflnldo por los étomos C2 C3, c4, C5 ¥y O3biaxeéuac16n
es: 7.058X — 1.694Y - 5.7682 = ~1. 378. ‘

Para el anillo deflnldo por los atomos C18 c19, C20' b2d1qu?:§s=
6.752X .+ 4.330Y.- 1.8762 = 4 075 : ; - = - -

Las desviaciones de los centros de “gravedad" de la'den51dad T
electrénlca de los &tomos de los anlllos furénlcos correSpendlentes se dan

‘en la Tabla No. 7. e N

CONCLUSTONES

Se determind 1a estructura crlstallna del 1,1 {a-ciano furano acrilato
de furfurllo) 2,2 dlcloroetano, 1ncluyendo las posiciones de todos los

dtomos de hidr6geno de la molécula, con un valor del factor R = 0.029,

Tabla No. 1. Conjunto de'arfancéda‘émpleado-para-el cidleulo de las fases
¢ 7 del conjunto medido.  (Las tres primeras reflexiones fijan el

origen} .

h k 1 /E/ * fase (grados)
-2 1 1 3.81 0
-3 -4 2 2.77 | 0
-2 1 0 2.22 . ' 0

2 6 0 2.41
=2 4] 2 3.31
1 -1 9 2.70
-4 -3 2 2.69

=1 -5 1 2.41
-4 1 3 2.94

1 8 2 2.83
-1 6 0 2.69
-2 -1 1

3.19
' 87



Figura 1: Proyeccién axonométrica de la estructura del 1,1
&- ciano furano acrilato de furfurilo) 2,2 dicloro-

etano.
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Tabla No. 2. Coordenadas de los étomos en fracciones de perfiodos.

(Las desv1a01ones estandar de los ultlmos dlgltOS ests |

_ dada entre parénteSLS)

189

ATOMO A 4 : y 7
Ciq 0.5440(1) 0.2443(1) 0.7882(1)
Cio 0.5334%1; 0.0680z1g 0.8915(1%
0y 0, 72k0(2 0. 3389{1 0.2187{1
.0, . 0.2793(2) 0.3801(1) 0.3525(1)
0, - 0.1536(2) 0.5053(1) - 0.8714(1)
-0}, 0.8472(3) 0,1378(2): 0.3445(1)
'05 -0, 1574%(3) 0.0080(2) 0, 3819(2)
- 0g 0.8077(3) 0,4593(2) 0,6644(2)
N, 0,0626(4) - 0.,0872(2) 0.8858(3)
- N, 0.3510(4) - - o0,4049(2). . 0,6344(2)
€, 0.6938(3) 0.2977(2) 0.0107(2)
<, 0. 7449(3) 0, 4248(2)" 0,0261(2)
C;. . 0.7118(5) - 0,4931(2) . 0.9646{3)
-C}, 0.2046(4) 0.3881(2). . 0.9676(3)
Cy © 0., 1241(3) 0,3896(2) - 0.8680(2)
Co D, 0264 3} 0.302453; ’ 0.7634(2;
- c, 0,0261(3 0,1292(2) ¢ 0.8198(=2
Cg . 0,9828(3) 0, 1831(2) 0, 7381(2)
Cy 0,8825(3) 0, 1043(2). 0.6217(2)
“Clo 0,2603(4) 0,0990(3) - 0. 4865(3)
Gy 0, 4351(4) 0. 1367(3) - 0, k594(3)
Cun 0,2946(H4) 0.2035(2) 0, 1913(2)
" Cy5- 0.2700(4) 0.3297(2) 0.2254(2)
‘Cyp - 0.762K(3) 0.5122(2) 0.,6050(2)
- Cys 0, 74h9( 3} 0.4642(2) O, 47hk(2)
Cig 0.3082(3) 0.4637(2) 0,5868(2)
1 Cho 0, 7820(3) 0.3545(2) - 0. ¥196(2)
C.g 0,7780(3) 0,2912(2) - 0,2985(2)
Cio 0.8276(3) 0, 1865(2) 0,2398(2)
C,g  0.8067(3) 0.1685(2) 0.1195(2)
4 0. 7434(3) 0,2627(2) . 0,1093(2)
Cyp 0,6041(3) 0.2151(2) 0.9101(2)
H” 0.637(4) 0.472(3) 0.886%3)
32 0.197(k) 0, 320(3) 0.992(3)
3 0,984(3) 0.333(2) 0,712(3)
H;, 0.219(4) 0.102(3) 0.554(3)
Hy 0.328(5) 0, 063(3) 0.516(3)
He 0.503(3) 0.186(3) .- 0.525(3)
‘H7 0,484 (4) 0.070(3) . 0, h4k2(3)
Hy o,ngghg 0.15“23% 0.205{3;
Hlg 0,280(4 0.175(2 0.111(3
Hy, o 0.412(4) 0.203(3) - 0.222(3)
H,, 0. 159(4) 0,336(3) - 0,196(3)
H,j 0,366(4 0.383(2) 0.203(2)
Hj 0,819(3 '0.312{2;f_ 0.&66{2)
Hy o 0.835(% 0, 104(2})" . 0,055(3
HyZ 0.878(4) 0, 140(2) 0.273(2)
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Tabla No. 3. Coeficientes del factdr térmico anisotrépico. (x104)

2 2 - N
1“ + B,,hk + B jhl + Bz3kl)J

- 5 _ _
T = exp L-(B11h + B, K™ + Byg

ATOMOS By, B,, 333 By, By, B,g
Ciy 277 90 31 10 - =38 32
€2 300 52 64 =35 -39 12
N 377 67 88 75 1 77
N, qak 79 54 130 ko 67
oy 135 41 31 39 27 29
0, 210 68 . 29 70 3 34
03 167 g W1 9 «15 i35
0}, 252 o9l 7H =3 ~-81 61
0 271 59 78 b5 2 22
7 373 113 A1 221 22 73
c, 144 48 32 36 - 32 29
C, 169 49 28 25 18 25
03 396 = 59 . 57 8 -1k 62
L 362 43 54 20 -55 6k
c 157 54 k2 27 19 k7
cZ 143 ks 51 21 3 50
Co 197 5t 62 39 16 39
cé t92 65 59 21 16 k3
Cqy 13 86 63 10 24 W
Clo 26 129 75 '8t - o -18
€3y 206 87 72 L -32 67
Cin 245 85 &1 59 Lo 21
C13 236 - 79 22 78 0 29
Cij, 158 62 38 55 2 52
Cy 142 38 28 34 6 hs
€16 188 - 61 28 . 50 28 26
Cig 1ths 35 k7 20 9 - 52
019 185 - 51 4o 57 24 58
C.o 191 43 49 51 38 33
¢34 1h2 59 34 6 18 24
C5p 173 67 37 19 29 22

Tabla No. 4. Coeficiente del factor térmico isotrdpico de los &tomos de
hidrégeno. C : ' ;

T = exp (-B sin?ﬁ/));

ATOMOS : B

i | 3.82
3 2,03

‘H.5 6,22
H,? o . l,.. 07
Hy | 3.65
H‘O 2.69
H" . 3.19

S Hy o 2,42
Hyp ‘ 0, 81
H 1,80

15 , *
2 1.53
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Tabla No. 5. Distancias interatfmicas eﬁ R. (Las desviaciones esté&ndar
de los Gltimos digitos estd dada entre paréntesis).

C,y = C 1, 3 C,, - C,. 1.707(3)"
o}t I e 1l373(3) 0} « 2% 1l374(3
0, = Cqq 1.454(2) 0, = Cyy 1.330(3
0y =& 1.359(3} 04 - Cg 1.367(3)-
o ‘= Ty 1.186(4 0y - Cy 1. 326(3).
Og:: =" Clo t.452(4) Oz .= Cyy 1,196(4) -
Ny = &y T,1h1(4 N, -Ci6 1, ¥39(4%
€l .= Cy 1, 469(3 ¢y = Coy 1. h64 (4
c, - C5, 15 348(3) . C, =€y 1. 338(5
€y - C 1,406 (4) Cp - Cg 1.345(4
Coii = Cg t.420(4) Ce - - Cg 1.346(3)
c3 -.Cg 1,424 (4 Cg r Cg 1,595 (4}
Clo = €15 1, 467(5) - Cia = C13 1, 4874
Ciy - C 1.492(4 c,n = C 1. 426(4) -
al3 =1 15 16 : -
Cis = €3 1.351(3 C,5 = Cig 1.411(4)
ct3 . ¢ 1.357(3) c!? - ¢ 1,407 (4
18 - 19 i 5 19 . ;R0 . :
Coo = C23 1.355(4 C;” - Hy 0.99(3
Ciqy ~ He 0.,.93(2 Cyp =I5 0.92(3)
C,, - Hg 1,01 Cip = HS 0,9%(3) :
Cio = My - 0.9203) Cao = His5. .. 9.9712)
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CALCULO Y ANALISIS DE BOBINAS CORRECTORAS
DEL CAMPO MAGNETICO PARA EQUIPOS DE RMNI
CON NUCLEO DE AIRE: S e

|. BOBINAS SADDLE- -SHAPED

L. Berques-C. y F. Reguera M., Centro de Blofi51ca Médlca (CBM), Universidad
de Oriente. ' ,

RESUMEN

Se hace un cdlculo teérlco de 1la componente z del campo magnétlco (B } para

distintas conngura01ones de boblnas correctoras en forma de 5111a de

nontura {saddle-shaped). Obtenidas las expresiones de Bz se hace un

analisis para eliminar o minimizar el o los 6rdenes mds bajos de los.
gradientes no deseables, y maximizar el orden del gradiente deseado.

También se calculan los pardmetros Sptimos de cada configuracién de
bobinas. - |

ABSTRACT

It is made a theoretical calculus of z component of B, (magnetic field) for
different configurations of saddle-shaped shim coils. Once you obtain B

expressions you analize them to eliminate or minimize the lowest order or
orders of not desired gradients and to make maximum the order of the
desired gradient. Besides, every optimal parameter of each configuration of

coils is calculated. .
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T.INTRODUCCION

Para el disefio de equipos de'Resohancia Maghétiéa‘NﬁCIear'de Imigenes
(RMNI) uno de los factores fundamentales que $¢ ha de, tener en cuenta es
la obtencifn de campos magnéticos homogéneos (10"’4 a 10'6) Factores
practicos como el enrollado de. boblnas, el maqulnado, ‘las f13a01ones
mecdnicas, la ubicacidén de las bobinas en sus p051C1ones previamente
calculadas, la estructura metéllca, el medio qué rodea al sistema magnético,
etc,., afectan la homogeneidad del campo magnético* Estos factores traen
como consecuencia que aparezcan gradientes naturales en el sistema magné-
tico; para la correccién de estos gradiéntés naturales se disefian bobinas
{shims) gue pueden ser pasivas o activas. Los shims pasivos son laminas
ferromagnéticas de alta .susceptibilidad magné&tica, los cuales concentran y
corrigen las curvas de las lineas del campo} esto trae como conSecuehcia
gue la homogeneidad del campo mejore,'estos shims pueden tener forma de
lazos circulares con un &rea de secciﬁn tfansversai dada; pueden ser pedazos
©0 elementos de volumen que tengan forma rectangular, esféricas. Los shlms;
aclLivos son bobinas que hacen una éorreccibn m&s fina a la homogeneldad
estos se caracterizan por ’ser ortogonales e independientes unos de los™
otros. Los gradientes producidos peor los‘shimsﬂse_obtienen del desarrollio
ortogonal de los arménicos esféricos ﬁf}'Z]i'Eh.EZ] se hace un andlisis
completo de la teoria del célculo de estos shims usando un desarrollo en
arménicos esféricos. '

En el presente trabajo se hace un*énélié&é detallado del c&Iculo de los
shims utilizando un desarrolle de FouriefyBessel; para-corregir las
inhomogeneidades se procede a eliminar los gradientes de m&s bajos Ordenes

no deseables y maximizar el orden del gradiente'deséado,

2. FORMULISMO MATEMATICO .

_Turner en [3, 71 hace una discusgién de bobinas ‘de gradientes montadas
en un cilindro de radio a, el cual es coakial‘con'el apantallamiento; la
corriente inducida en el apantallamiento est& confinada a la
superficie de un cilindro de radio b. Entonces él_deséribe la corriente

como: _ |
J = F(z,9)6(p-a} + £(z,9)8(p-b) _ | _ 1)

donde ' 7

.F(z,w) describe la corriente en la bobina.

f(z,9) describe la corriente inducida en el ‘apantallamiento.
El obijetivo del trabajo es el calculo de B debldo a las dlferentes

configuraciones de shims; la influencia de estos campos sobre el campo
principal Bo' orientado segin el eje z, es despreciable porque la
corriente gue circula por éstas bobinas es pequeﬁa, adem&s, los efectos
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de la autoinductancia por cercania son despreciables, al igual gue las

corrientes parisitas que puedan influir en los conductores de BO; por

estas razones el segundo término de l1a ecuacién {1) no es tomado en
consideracidn y se tiene que:
J = Flz, ¢)&lp - a) S (1a)
A la funcién Flz, @) es Gtil definir un tipo de Transformada de Fourier

segin L31

LIs [e3]

T T [ _—img -ikz

Em (k) = —50— J e ag [ =) Fw (z, vy dz (2a)
_-‘r[ — OO
fTI “ :

n A —1imp -ikz

F, (k) = T 1 e do J e F {z, o) dz _ {2b)
-TL —00

L] - = &+ - o »
Usemos el vector potencial magnético (A} en coordenadas cilindricas

para describir el campo magnético. Las componentes Ap, A( y A, vienen

p
dadas por: 1
Uod “ v .
. imp _ikz m .
A, = TIn ) J e e L (kp) K (ka) T, (k) dk { 3)
= -0 '
insa © < .
- - __ 0 ime _ikz
Ap = I X [ e e [Im_1 (kD)Km_1(ka) - Im+](kaKﬁ}1 .
m=—o .
. (ka) Fg (k) dk ( 4
H.a o ® . .
3 0 ime _ikz
Moo —0 _
m
. {ka) Fw (k) dk { 5)

pDonde I(x) y K{(x) son las funciones de Bessel que pueden ser evaluadas

por sus desarrollos polinomiales.

La componente 2z del campo magnético en coordenadas cilindricas viene

dada por: -

(oA aA
- o] . d . P
Bz =P [ 3P 3 ¢ 6)

Sustituyendo {(4) y (5) en (6) se obtiene:

- - ime _ikz _m v
B, = = ¥ ] ke e Fo (k) I (ko) Ko (ka) dk (7

m=-—x -0
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)
gue es la expresién general del camp5 en la direccibn z.

Para’ la obtencibén de la componente Bz_de~1as difeféntes bobinas shims,
se procederd de la siguiente manera: '

Se propone para cada tipo de configuracién de boblna, una forma
especifica de la funcidn Fw(m, z). Una vez obtenlda esta se le halla su

transformada de Fourier F$(k} dada por (2a), luego se sustituye en la

expresidn (7) y se determina la componente B, para cada configuracién de
shim. Fw(w, z) se construiri mediante la funcién Paso Unitario de

Heaviside (H(x)) y de la delta de Dirac (&(x)).

Estas bobinas estln caracterizadas por su radio a, ancho angular Ay de
los arcos, las distancias a que est&n estos con respecto al centro del
sistema d (i =1, 2, ...}). La seleccidn dptima de los par&metros Aw y la

relacidn 4, /a es escoglda de la ellmlnac16n o m1n1m12ac16n del gradlente o

de los gradlentes -de m&s bajos 6rdenes no deseados;, de forma tal que estos
parémetros maximicen el orden del gradlente deseado Luego de conocer el

valor o los valores de d, estos se relacionan con los &ngulos a,‘a través

de tgai = g (i =1, 2,...). Los a, son chparados con los reportados en
i ) . L : : :
[21. : . ' ’ =
Una vez descrito ‘en forma. general el procédimiento_del célculo-de_Bim

para las diversas conflgura01ones de shims y cdmo proceder para la _
optimizacidn de los parametros, a cont1nuac16n se ejempliflcan algunaq de

estas configuraciones.

3. EJEMPLOS

a) La Flgura 1 muestra dos pares de .bobinas saddle~shaped que producen

un campo BZ v pcos (p) - (en coordenadas cartesianas B, ~ %} . Para esta

configuracién, eligiendo de forma adecuada el sentido de la corriente (I}
en los arcos (se escoge el sentido positivo de I'en-el sentido horario) se

propone la forma F¢(w, z) de:la_siguiente maneras:

F,(0,2) = I[&(z.- di) o+ 6(2';'d1):- &(z - d;i.; 65(z + dz)]
' ( 8)

-{H(to+rt/3)|: —H(w-n/3)] -—H(cp—-2n/3)[ —H(w+2n/3):|}

Sustltuyendo {8) en (2a) y luego en (?) ‘se obtiene

du.al R
B, = - ___%u__ 3 cos(m@) sen(mn/3). I k cos(kz) [ cos(kd,) -
. n i .m'=c1,5,_._:?,.11,...m . -m. ’ ’
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]
- cos)kdz) Im(kp) gm(ka)_dk : { 9)
~4u,al . - _
B, o= - QR sen{n/3) 1} cose + sen(5n/3) 11 cos(59) +
Z 2 1 _ 2
i1 5 .
sen(7n/3)_ 11 cos(7¢) + ... (92)
7. ' . N
donde
1 1 3 1 5 17 .19,
11 w: [1a oo+ I1b‘3 + I1c po o+ I1d P+ I1e P T ...
1 5 .1 7 1 9,
12 = IZa P+ I2b o+ I2c [0
R B 19
I{ - l%a P+ I3b o T SR

lamego de haberse obtenido 1la expresién de B2 para esta configuracidn se

procede a optimizar los parametros de la bobina para lograr gque el
término de primer orden I:a p sea m&ximo, por lo gque basta antlar el
cooficiente del término de tercer orden I:b 03. pe aqui s2 obtienen los

valores d1 y d

5"
- -t °
a, = * 0.389295a > @, = % 68.72928553
+ _ o+ o
d, = % 2.568745a = @, = * 21.27072251

o : . :
Con esta misma configuracibén rotada 90  alrededor del eje z se calcula

el campo B, v psen (@) {(en coordenadas cartesianas'Bz v y) y se obtienen

los mismos valores de d1 v d2'

b) La Figura 2.a muestra un par de bobinas saddle-shaped que produce

un <ampo BZ v pzcos (@) {en coordenadas cartesianas BZ n xz}. Para Fwtw, z)

se propuso:

Fw(w, z) = I [6{z+d) - 5(z-d} ‘{ H{@#n/3} [1—H(m—n/3) l—

- H{p-2u/3) [1—H(m+2ﬁ/3) l} (10)

Sustituyendo {(10) en {2a) y luego en (7) se tiene

a3

qp .al .
B, = - __;%u__ cos(mw)msen(mn/3) ‘ k sen{kz) sen(kd) .

m=1,5,7,11..._

-0

]
. Im(kp) Km(ka) dk . (11)
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4u.aT .
B = 0 '[sen(n/3) 12 cos ¢ + sen(5n/3) 12 cos (5p) +
z Z SRR . S T2 f
TL ) - 5 . . cey .
+ éenf;“/3’ Ig cos{7¢) + ... !(11a)
donde
2 .2 2 3 2 5 2 7 2 9 4 N
I1 = = [I1a Pz f_I1b o z o+ ;1c o ?'f-;Td P Z_f‘I1e Pz —.... J._-
2 2 5 7 2.9 & ]
12 = = [IZa Rz +-1 p P2z + IZc P Z - ... ].
2 2 7 2 9 4 7
13 = . L13a 02z + I3b Tz -, ., il. .

se desea gue el termlno de segundo orden pzcos(p) sea miximo, para ello

basta anular el coeflcnente del término de cuarto orden I?bp3z,

obteniéndose de aqui los valores de 4.

d =1 0.67794a > - & = * 55.86414243°

]
1]

6

d =2

]
H

3.128956a . P o 2 * 17.72364153°

Pero por criterios pricticos como son el tamafio de la bobina, 1la

inductancia, se escoge la solucidn

ad =% 0.677964a > a = * 55.864714243°

t

Con; esta misma configuracidn rotada 90° alrededor del eje.z se genera

un campo Bz'm pzsern (p) {en coOrdenadas cartesianas B - yz) oy se obtiene

el mismo valor para d, por las mismas razones practicas’ antes mencionadas.
Estos mismos shims xz & ¥z pueden lograrse con. la conf1gurac16n mostrada

en la Figura 2.b, donde se obtuvo:

1+
I+

It

d, =

: 0.677964a = «

1

3.128956a 3 g, -

55.86414243°

1+

d

ff

-+

5 17.72364151°
c} La Fiqura 3 muestra dos pares de bobinas'saddle—shaped ortogonales, .

de las cuales un par (configuraci&n A) produc¢e un campo . B, mfozzcos(2w)

{en coordenadas carte51anas z(x2—y )) y el otro par (conf1gurac16n B) °
produce un campo B, ozzsen(Zw) (en coordendas carte51anas z(2xy)} 8610

nos llmltaremos a la conflgura016n A debldo a que la B es idéntlca pero

L

rotada 90 . Para F (@, z) se encontré

T SRR SR




. 4n. . aTt
B = 0 [sen(n/B) I2 cosS @ + sen(Sn/3) 12 cos (5¢) +
Z 2 SRR R L 2 :
n ‘ _ R 5 o, .
s _S_en_(;“/?” I§ cos{79) + ... , (11a}

2 2 23 2 5 2 7 2 9 4 I
- [ﬁa T e g ez v g ez vy 00 t L ,

i
1
o
(XN
°
[S]
+
-
o
[*]
N
+
4
X
9]
o)
~
i

2 "2 7 29=+, i
13 = -, Ll3a P Z 4 I3b Pz -~ .., J v,

Se desea que el fermlno de segundo orden pzcos (@) sea m&ximo, para ello

basta anular el coefchente del término de cuarto orden I?bDBZ,

obteniéndose de aqui los valores de d.

a =X 0.677964a P a'= I 55.86414243°
6 | ’
d =% 3,128956a ¥ a2t 17.72364153°

Pero por crlterlos précticos como son el tamafio de la boblna, la

inductancia, se escoge la solucidn .
d =2 0.677964a > o = % 55, 86414243

Con esta misma configuracidn rotada 90 ralrededor del eje z se.genera
un campo B v pzsen (p) {en coordenadas cartesianas B " ¥Z) 'y se obtiene

¢l mismo valor para d, por las mismas razones' practicas’ antes mencionadas. .
Fstos mismos shims xz & ¥z pueden lograrse con. la conflgurac16n mostrada
en la Figura 2.b, donde se obtuvo:

I+
I+

It

: 55.86414243°

3.128956a D o, = * 17,72364151°

d, =

.d2

0.677964a = «q

1+
1+

R

¢) La Figura 3 muestra dos pares de bobinas'saddle-shaped ortogonales, .

de las cuales un par (coﬁfiguracién'A) produée un campo B, %*022c05(2w)

(en coordehééag‘carteéianaé’z?kz—y )) y el otro par (cOnflgurac16n B)
produce un campo B v pzzsen{Zwl (en coordendas carte51anas z(2xy)) Solo
nos- llmltaremos a la conflgura016n A debldo a que la B es 1dént1ca peto

rotada 90 ‘ Para F (w. Z) se encontré

l‘)‘) . R A R O S T IR R
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Fw(w, z) =1 [5(z+d) - &{z~-ad) ‘{H(¢+n/3) [1 - H(Q—n/3)1 +

+ H{p-2n/3) [1 - H{@+21/3) l}‘ - (12)

Sustituyendo (12) en {(2a) y luego en (7) obtenemos

2]

4p.al . ' . .
B, - —9— 1 cos (mg) sen (mrt/3) [ k sen{kz) sen(kd) .
n m=2,4,6.. " '
[] R
. Im(kp) Km(ka) dk . (13)
dp.al .
0 21/ 3 s )
B, = - : [-Se“‘z“/ ) 1:15 cos (20) + e“(ﬁ“”” Ig cos (4¢) +
sen(gn/3) Ig cos{8Bp) + ... ‘ (13a)
donde , ’
3 3 2 3 4 3 6 3 8 o+ -
11 = - [I1a Pz + I1b'p z + I1C Pz + I1d RPZ - ... \g
3 3 4 3 6 3 8 4
12 = - I2a Pz + IZb P Z + Izc 02z - ...] .
3 ! 8 « -
3= - [134P 27 -+ |

Bl t&rmino de tercer orden pzcostzw) es el gue se quiere maximizar, por
lo gque basta anular el coeficiente del término de gquinto orden I?b p4z.

Resultando de aqui los valores de d:

]
i

4 -t o0.582312a =  a = 59.78724341°

&

a=2% 2.27176a = a = * 23.75844964°

Por razones précticas, como se menciond anteriormente, la solucidn
escogida fue:

a4 -*o0.582312a P o=t 23.78724341°
d) La Figura 4 muestra cuatro pares de bobinas saddle-shaped, dos pares
(configuracién A) ortogonales a los otros dos (configuracidén B). '
La configﬁ:aciﬁn A genera un campq Bz " 02 cos (2¢) en coordenadas
cartesianas (xz—yz)) y la configuracibén B produce un campo B, " 02 sen (20}
(en coordenadaé cartesianas (2xy)}. El cdlculo qué se hace para la
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%
conf1gurac16n A es valldo para la B, ya que sélo se diferencian en gue una

estd rotada 90° con respecto a la’ ‘otra. Ehcontramos entonces gue :

'

Fole, 2) ; 1f'[§igﬁ§1q5f'+ aig;+;aﬁ) ;_§;% - dy) - 8z + Q) | {Htm+n/3).
. [1”- H(0=n/3) | +:ﬁk¢;2ﬁ/3}[1 - H{g+2n/3) L}l (14)

Sustituyendo (14) en (2a) y esta en. {7) se tiene que .

B. = ; ;jygal zmr cos (mp) sen{mn/3) .[‘k'éos(kz) [cos(kd1) e
z ' ] ’ m J PR
" m=2,4,8.. | -

7_qqs{kd2)JlIm(kp) Km}ka{ dkf L -ij)

o, oo T [ oG ot copiag L SRUR o o
;;.Senfsn/B).‘I4'cos(ém) ;=;.lf S (154a)
ono 8 3 T . :
donde
BRI b L L |
Ig = Igafoﬁ'f'rgb oap+J13¢io19‘i.;.. )
Si se anula el coeficiegéé”5éi:término'de éuartOeorden I?b.°4f'se”

tlene quu el termlno de segundo orden I?aIQZFeS miximo. Del anulamiento

de I#b se obtlenen los valores de d y d2

IR

o
no
I+

0.334613a, . > _ a, = * ?1,&9908893?

| SR 07 R
d, =% 1.929085a, o, =% 27.40134173°

4. DISCUSION DE LOS RESULTADOS
'Be los ‘ejemplos caIcﬁIaﬁﬁsfantefiorménte”podemos afirmar gue para el
disefio de estas bobinas debe hacerse una representacién esquem§tica de las

conflgurac1ones y fijar los sentidos de circulacién de 1as corrlentes en

los arcos (como se muestran en las figuras). Se propone F (w, z) para ‘1a

conflgﬁraclén"Eelecciohada; ésta fuﬁcién”deScrlbe por qué parté'de'ia*
bobina circula corriente y el ‘sentido de esta, asf-como; 1las posiciones de
R LS LT S SLEL SRR P N S - g
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los arcos o de las espiras. A Fw[o, z) se le halla su transformada de

Fourier segin (2) y se sustituye en (7) obteniéndose la expresién de la

componente B, de la conf1gurao16n deseada. La ecuacién (7}, gue hemos

obtenido, es una expresién general gue se puede extender no sblo a bobinas
saddle-shaped, sino también a pobinas circulares, elipticas, rectangulares,
parabdlicas, etc. Ademis esta expresidn puede utilizarse para el cilculo
de bobinas de gradientes con las formas antes mencionadas, por ejemplo la
ecuacidn (9) coincide con la que se reporta en [3]1 si en esta filtima se
desprecia el efecto del apantallamiento y se considera el cdlculoc para

P < a.

para las bobinas circulares a diferencia de lo gue se ha visto se
propone F (9,2} = I, &(z - di) (t+ = 1,...p), donde p descrlbe el nimero
i . A _ . ) _
total de bobinas circulares presentes en la conflgura016n, iy es la

corriente que circula por el j-8simo lazo, 6(z - di) fija la posicidn del

j-é&simo lazo con respecto al centro de la configuracién, en ezte caso la
funcidén Paso Unitario de Heaviside en el proceso de integracién es la

unidad.

Se compar® los resultados obtenidos con los que se repertan-en-L2] y
coincidieron, a pesar de esto, nuestro desarrolié ofrece ciertas
ventajas; en primer lugar se puede extender facilmente a las formas de
‘bobinas antes mencionadas; en segundo lugar, las expresiones obtenidas
son mas cbmodas de emplear que las que se reportan en f21, yva que es
menos laborioso trabajar una suma integral que una suma discreta, los
términos se obtienen de manera directa y sencilla. El resultado (7) tiene
forma mias compacta y Menos engorrosa de 1la QQe se propone en [21; puede
ser aplicada al cdlculo de shims para corregir Srdenes superiores, la
eliminacién de estos provoca que el campo magnético sea mis homogé&neo y

puedan usarse en equipos de Espectroscopia (fequieren_de 10“8 a 10-10 de

homogeneidad), en eguipos de RMNI superconductores (de 10-6 a 10"8), etc.
En el caso de bobinas de gradientes en la cual se usen combinaciones de
bobinas para producir un gradiente lo més lineal posible, también es

valida (7).

para la resolucidn de estas integrales se consultaxon £43, 51 y [61.
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Figura 1. Muestra dos pares de
bobinas. .saddle-ghaped
- que producen "un campo
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z-

- 203

Muestra dos configura-
ciones de bobinas que
producen un campo - _
B, xz. La Eidura Z.a_
representa un par de
bobinas saddle-shaped;
y la Figura 2.b destaca
una configuracidn de
dos pares de bobinas,
equivalente a la
mostrada en la

'ieguara 2.a.




Figura 3. Muestra dos pares de

un par estd represen-
tado por la configura-
cidn A, que produce un
campo B, z(x? - v,

'y el otro por la
configuracidn:B que
produce un campo

1 B, xl(2xy)e .
'k<::~4 “_dz. — : ” |

. Fe2b @_--,,_'-% @
Figura 2.b;‘ Déstac:a una conf-iguracién "C +d @ —_

de dos pares de bobinas, . o 1+ L
equivalente a la mostrada ~7 i
~ en la Figura 2.a.

r
\

Fi6.3

bobinas saddle-shaped: .




= X
SR A RIS
R I
+ Figura 4. Muestra 4 pares de
.y bobinas: dos pares. .
: ' estin representados
vfdz. 1) . o por la configuracibh
kR ' ' o "A, gue produce un*"

A . e campo B (x* - y*),

Yy el,otro por la con-
figuracifn B que
produce un .campo

B,. (2xy) .

FIG'4
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PROPIEDADES MAGNETICAS Y MAGNETO-OPTICAS g
DEL SISTEMA Co-Fe-O , ’

Fudaldo G. Tarajano, Gustavo LOpez, Rafael Avila Av11a, Serglo Ga:cia,
Laboratoric de Magnetismo, IMRE, Universidad de La- Habana. T

RES'UMEN

Se estudlaron muestras pOllCrlStallnaS del 51stema Co F03 xO4 para

9,06 < x < 0,08 por el Efecto Ecuatorial Kerr en un rango de energla entre
1,00’y 3,5 ¢V antes y despuds de ser tratadas termlcamente a 1000 °c
durante dos hbras. Las muestras fueron obtenidas por coprecipitacidn

a partir de sulfatos., Se comparan los espectros de las muestras sin tratav
con el de la magnetita y con los de las muestras tratédas'té:micamedte.

Analizando la transicidn.del idn Fe 2 en 1los sitios octaédrices, se infieren
que no debe ocurrirruha redistribucibn catidtica a esa températura. Se

calcula la distribucién catidnica de una muestra de CoFe204 tratada té&rmi-

camente, mediante esPectrometria Mossbauer, 1legéndose a. la conclusibén de
que ocurre una redistribucidn catlénlca conv1rt1endose de una espinela

inversa a una no completamente 1nversa.

ABSTRACT -

Polycristalline samples of the Co Fe_3 x04 system, 0,06 <.x < 0,08 were

studied by equator1a1 Keer Efect in the 1 0 to 3 5 ¢V range, before and
after a heat treatment at 1000 -°c for. two hours. The powders were obtalned
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using the coprecipitation-technique,-start;ng from the corresponding
snlphetes From tne compariscn between the obtained spectra and the
one of the magnetite it is concludea that no redistribution of cations

takes place. Also the annealed sample of CoFe was characterized using

2 4
Mossbauer spectrometry, and some considerations concerning structural

changes and cation distribution are presented,

INTRODUCCTION
En los dltimos afios se ha desarrollado gran interés en el estudio de

las pr0p1edades Spticas, magnéticas y magnetoépticas del sistema Co Fe Sy 4,

por no existir un criterio unificado en la naturaleza de las transiciones
Spticas y la distribucién catiédnica en las subredes magnéticas.

L ; : '
De Grave y colaboradores 1 estudiaron este sistema para valores de

¥ < 0,04 mediante espectrometria Mossbauer donde se obtuvo que el idn Cc>2+
ocupa solamente los sitios octaédricos. '

'l.

2,31

. C . ; .
Sin embargo otros autores consideran que teniendo en cuenta la

forma en que fueron obtenidas las muestras puede haber una mlgrac16n de’

2+

los iones Co de los sitios octaédricos hac1a 108 sitios tetraedrlcos, -

resultando un cambic de esplnela inversa a no completamente inversa.
Algo similar ocurre con la naturaleza de las transiciones Spticas del
; [4,51
sistema estudiado que hay autores que con51deran que existe -
alrededor de 2,0 eV una linea ancha asociada a 1a contrxbuo;on de la
2+ RPN
transferencia de carga del idn Co en sitios ootaedrlcos y una transicidn

del campo cristalino 4A2 -> 4T1 del mismo idn en sitios tetraédricos.

‘Nosotros mediante difraccidn de neutrones obtuVLmos gue para x = 0.8
v 0.1 la estructura crlgtallna era completamente 1nversa, lo que significa

que el ién C02+ solamente puede ocupar sitios octaedrlcos{s].

Mediante una tecnlca de magnetometria V1brac1onal a temperatura de helio
liguido se obtuvo la dlstrlbu01on catloﬁlca de este sistema, resultando
que- para valores de x > 0.1 Yy X< Q.Blex1st1a una migracidn del idn C02+
de sitios octaédricos hacia Sitfoeftetraédricos y para valores de x < 0.1,
independiente del tratamiento térﬁico se obtuvo una estructura espinela

inversa.

Este trabajo completa el estudio del efecto ecuatorial de Kerr para
valores de x < 0.7 donde se comprueba que los espectros M-0C para muestras
tratadas térmicamente con las no tfatedae, son similares, estando de
acuerdo con los. resultados de 1a dlstrlbucién catiénlca para los mismos
valores de-x para los cuales no se aprec1aba una redistribucidén catidnica
en las muestras tratadas térmicamente.
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RESULTADOS EXPERIMENTALES Y DISCUSION

La Figura | muestra el resultado de las mediciones del efecto ecuatorial

de Kerr, pava las ferritas del sistema CoxFe3 x04 con x = 0.06, 0.07 y
0,08, l.as investigaciones fueron realizadas para un &ngulo de incidencia

]
Je 1a luz do 60 . . )
'n Jdicha tigura se observa que alrededor de 1.5 eV aparece un maximo

) . . \ 2+
cuya magnitud crece en 1la medida gque se reduce el contenido del idén Co .

Lste crecimiento concuerda con el aumento del contenido de hierro. En el

trabajo[81 los autores reportan para la magnetita el ancho positivo maximo

en la regién de 1.1 a 1.3 ev, explicdndose este maximo para la transferen-

cia de carga del idn Fe2+ -> Fe3+ en sitios octaédricos.

= o]
>

DELTAL x10%)

8
T
—, .

io] //

SIRY/A N

. [
\’\ .\ ‘/ \a\c
P\ f\n__ >
\.\/‘ .
~20— 13 ¥ 25 3 35

Energia (e.V}

Figura 1. Espectros magneto-dpticos para el sistema
Cox‘f‘e::?wx—~04I sin tratamiento térmico y &ngulo de

60° (x=0.06; 0.07; 0.08):f— . — Coy 0eFe2.94%¢

*

Coy g7Fey 93047 — & = C9 07F€2,93%""
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InvestlgaC1ones del efecto polar de Kerr reallzadas por Simsa y

Sirocky. 9J' muestran que tiene lugar una dependenc1a de,la concentra016n

fuertemente lineal en la regldn de 1.7 eV de- las parejas Fezf- 3+ en

coordinaciones octaédricas. En dlcha regif6n aparece la transxc1on permltlda
por el spin 5-'1‘2 (5D) => 5ES(5D) del idn Fe2+ en sitios octaedrlcos.

La influencia de iones de Fez+ en el.espectro magneto«éptlco se reduce
al producirse un incremento del ibn C02+, inclusive si dicho incremento)
ocurriese en proporciones del orden de las centésimas.

En el trabajo[T]queda-demostrado gue ‘para X = 0.1:1la dependencia, .

espectral obtenida es parecida al espectro de la ferrita de Co. Sln embargo,
para valores de x < 0.1 cambia radicalmente la forma del espectro, como se

deduce de nuestros resultados ya que el esPectro es 51milar al de la

ot

maghetita y no al de la espinela de Co.

En la Figura (II) aparecen los espectros magneto-6pticos obtenidos pard
los mismos valores de X después .de ser sometidas las muestras_a’qn
tratamiento térmico adicional a la tempe;gturé de 1000 Oc'gn régimen de
argdn. Las mediciones se realizaron de forma‘analoga a las.efectuédaé‘aJ 
las muestras sin tratamiento térmzca.‘Como se puede apxecxar en dlcha -
Figura aparece un miximo en la regidn alrededor de 1.5 eV con caracteris—
ticas similares al observado en las muestras de la mlsma comp051016n que"
no sufrieron tratamiento térmico ad1c1onal También se cbserva el aumento

s;gnlflcatlvo del valor de § (DELTA) con la reducc;dn de la cantldad dehf
2 * : i '
Co

x10%)

JELT

- Figura 2. Espectios magneto-

Spticos para el ‘
'sistema Co FE 4'

axltraumuaﬁn ﬂﬁk“'
mieqg de dos horas a .:

1000 °C y &ngulo de
© (%=0.06; 0.07;

0.08) : [———

C°o oe 2.94047
0y yoFe, 95 4
P "o 0.1.

Energiaiey) 0 08 €. 92 4
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La comparac16n de las grdficas 1 Yy II nos permite plantear, que para
los valores de x, el tratamiento t&rmico adicional no modifica sustan-
cialmente el espectro M~O en la regidn de ihterd&s, ni debe ocurrir una
redistribucidn catidnica en las subredes magnétlcas, manteniendo una -
estructura "espinela inversa.

E de Grave y colaboradores[1] han estudiado la coordinacién de los
iones ‘de Co2+ para x < 0.04, mediante espectrometria'MOSsbauer, resultando
por los lones Co2+ estdn situados en los sitios octaéddricos, permaneciendo
invariable la estructura espinela inversa al variar el contenido de Co.

£71 se ha

Pambién medlante la té&cnica de magnetometria vibracional
comprobado que para muestras x = 0.05 y 0.1 que sufrieron un tratamiento

térmico similar al nuestro, no se produjo una redistribucidn catidnica.

RESULTADOS CON LA ESPtCTROMETRIA MOSSBAUER

En la Flgura {III) aparece el espectro Mossbauer obtenido para la
muestra x = 1 sometido a un tratamiento tdrmico a una temperatura de
1400 °C durante dos horas ¥y utlllzando el programa REM {Resolucidn de
Espectros Mossbauer) que permlte ademds del cdlculo de los pardmetros
hiperfinos, conocer el area relatlva de los subespectros. Este par&metro
es prec1samente el que nos permltlré calcular la distribucién catidnica
ya gue el area correSpondlente a un sitio crlstalogréflco es proporcional
al ndmero de niicleos resonantes en &l. '

para una estructura espinela no completamente inversa, la distribucién
catidénica en las subredes magnéticas viene expresado por:
CoxFe1-x[Co1—xFe1+x]04
donde x es el paridmetro de inversidn.
Entonces la relacién entre las adreas correspondientes a los sitios

octaddricos (B) y tetrad&dricos (A) vendri dada por:

p ¢ J — . -
AB/A_A-(1_+x) / (1-x)

Como resultado del ajuste realizado mediante el progtama de computacitn
relacionamos los siguientes parimetros para ambos sextetos: campo magnético'
hiperfino (#I), interaccién cuadripolar (QS), corrimiento isomérico (res-
pecto al Fe, (IS)), drea parcial (A').

sexteto No, 1 (A)

H1 = 520 + 0,02 KDe
oS = 0,04 + 0,02 mm/s
IS = 0,31 + 0,02 mm/s
At = 25 + 6 %
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séxﬂeﬁa.ﬁé;lz.ﬁmﬁ'f
HI 493 + 2 KDe
Qs 0 + 0,07 mm/s
1§ = 0,23 + 0,01 mm/s
A* = 75 « 7 %

i

1]

H

Estos valores obtenidos concuerdan con los repertados por la

llteratura[1ﬂ},

Lo anterior nos permitid conocer el pardmetro de inversidn y obtener

para ta ferrita de CoFe, 0, la siguiente distribucidn catibnica:

o

0,5 + 0, 1Fe

+ 0, ¥ECo, + 0,1Fe

0,5 + 0,1 ]‘04.

0.,5 1,5

Este resultado permite afirmar que todo el cobakto no estd en los sitios

: . P e 24 R
octaddricos, gue tiene lugar una migracion del} i5n Co de los sitios
octaédricos a. log sitios tetraédxicos 1o que concuerda con Peeter, Martens

vy Van Noortiy%m, cuyas muestras fueron enfrladas bruscamente a diferencia
de las utilizadas por nosotros gue fueron enfriadas lentamente perc no:
recibieron um tratamiento térmico adicional obteniendo resultados simklares.

CONCLUSLONES

Como resultado de este trabajo se compﬁet&,el cicle de investigaciones
del efecto ecuatorial de Keer para O@<x<¥ compiob&ndoserquE>paxa'va&oresude
%x<0,1 el espectre cbtenido es semejante al de Ia magnetita y para valores
de x>0,1 el espectro es semejante al de la espinela de Co.

La tramsicitn observada en 1.5 e¥ se explica para la transferencia de
carga deI‘Eez**>Fe3+ en sitios octaddricos y se comprobd que la
intensidad del pico awmenta significativamente con la disminucida. -del

contenido de cobalto.

o a las muestras no modifica

El tratamiento térmice adicional reali
sustancialmente la foxma del espectrw M-0, especialmente en la regifn de
intexés, por ko gue no debe ocurrir uma redistribucibn catidnica,
manteniendo sw estructura espinela invewsa paxa-&alores de x = 0.06, 0.67

y 0.08, alge gue RO OCuX¥e para X = | comprobado por espectrometria
Mo ssbaner ..

- Lic. Sex@xmfchwcﬁa ¥ L. neksum,smﬂwza poxr los trabajos de eﬁpamtnameﬁria
Mossbauer y al tfcmico R&nm&ﬁn ma@nxﬁmz«n el pulide de las sugerficies.
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llabana.

RESUMEN

kn este articulo se continfGan las investigaciones referidas a los procesos
oscilatorios en liguidos givatorios y compresibles. Se estudian las
relaciones de dispersidn de las ondas planas en el ligquide y se analiza el
problema de autovalores que surge como consecuencia de la propagacidn de
una onda plana de amplitud variable a lo largo de una guia de ondas planas
de parvedes rigidas sumergida en el liquido. Se ofrecen los resultados en

forma analitica y se hace un andlisis breve de los mismos.

ABSTRACT

In this paper the research of oscilations in a giratory compressible
liquid is continued. We study dispersion relations of plane waves in the
liquid and we analize the eigenvalue problem, wich appears like a '
consecuence of the propagation of a plane wave with variable amplitude in
7 plane wave guide of rigid wall in the liquid. We give the analitic form
¥ the results and analize brevly. |

214 .



INTRODUCCI AN

En el estudio de los modelos asociados a la propagacidn de ondas en
l1iguidos giratorios y ébmpresibles que venimos ‘efectuando én varios
trabéjos)[l, 2, 31 tiene indﬁdéble“impbrténcia'la investigacién de las
relaciones de dispersibn en tal liquido y el problema de autovalores que
se produce como resultado del anilisis de la pfopéééciéh de ondas planas
de amplitud variable en una gufa de ondas planas de paredes rigidas
sumergida en el liquido mencionado. Los resultados Qué a continuacidén se

exponen han sido'obtenidos como consecuencia de @itha investigacibn.

1. RELACIONES DE DISPERSION

Anallcemos un llquldo glratorlo Y compre51ble que glra con Veloc1dad
angular u/2 alrededor de un eje vertical. Referlremos los movimientos
bidimensionales del liquido al sistema de coordehadas cartegianas (i,

17 X3)

con eje Ox, en la direccidn del vector_g. En*ésfeﬂééﬁcft1]}laéecuaciéﬁ

3
que describe las oscilaciones pequefias (la velo¢idédf§ei_spnido es
considerada igual a uno) es: ST

2 N o
Liul = -32-; 9 2 - vg u~+ﬁa?'u - a2 { 1
at at ' '

donde u(x 3, t) tlene el sentldo f151co de 1a pre516n dlnémlca del

liguido o de las componentes del vector de ve1001dades de las particulas
del ligquido y ' :

'ax

W

- Supongamos que en el liquido se mueve una'qndg;ﬁeliﬁipg

wixg kg B = gy ety T )

donde k1'es:el niimero de onda en la dlrecc16n Ox y Y es 1a frecuenc1a de

1
la onda. La condicidn Y > a es 1ndlspensable para garantlzar la propaga-
cién de la onda en la direccidn Ox [2]1. En otras palabras, supongamos gue

en el liquido. a lo largo del. eJe Ox -1-3 mueve'dna,bndq plana arménica con
amplitud ug (x )" que depende ‘de- la coordenada x3@-£a-ECUacidn'(1) nos
permite hallar para la amﬁlltUd'uolxi)fla expresibn:

(Y2 - uziuo + Y2'(Y2 - q2‘~ kf)uo = 0, o - 03
cuyas solugiones linealmente independientes soni
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k2 . k2
tyxy /1 = —T iy /1 - =
? ¥y —-Q, : Y -a

) = e , u, (x,) = e ' ( 4
1 | N Yo, ¥3 , - .

Un anilisis nos permite afirmar que en el caso en que
2 ' y 2T
Y& - a

- v2 - a” < k1 <

la expresidn (4) de las amplitudes de la onda (2) son magnitudes acotadas

{ 5)

vscilantes. Este es el caso de mayor interés fisico; el caso

|K1| > v/ Y2 - o’ da amplitudes exponenciales reales, y aunque matemiti-
camente son posibles ﬁo tienen interés desde el punto de vista fisico por
no dar ondas que se progaguen y no lo .consideraremos en lo adelante.

Por congiguiente tendremos

' y oL oEikox -' e ‘
po(x3) = e ’3 3 _ S ( 6}
donde
ky =Y/ 1 - —5—5 - ( 7)
o Y -a
es el nfimero de onda en la'direééién_0k3. De {7) es f&cil obtenér .
¥2(Y2 - azl—vzkz + q2k2 cos® 0 = 0 : T 8)

donde k2 = kf + kg y 8 es el &ngulo gque forma el vector de onda k con el

eje Ox; de rotacién liquido.

La relacidn de dispérsién (8) fue obtenida y'analizada:en {31. Aquf nos
dedicaremos al estudio de las caragteriéticas de la funci6n de amplitud

uo(x3) cuando la onda (2) se propaga no en todo el espacio Rz; sino en
una franja dentro dél-liquidd analizado. -
2. PROBLEMA DE AUTOVALORES

Supongamos gue en 1iquido descrito-en:el punto anterior se encuentran
sumergidas dos placas rigidas infinitas, perpendiculares ambas al eje 0x5,
. 3 = 0,.x3 = 1.
Estas placas conforman una guia de ondas bidimensionales en nuestro

a la distancia 1 entre siuy.descritqs-por las ecuaciones x

- ligquido.

Investigaremos la propagacifn de ondas del tipo (2) en dicha gufa. En
otras palabras, considerando que u tiene el sentido fisico de la componente
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%
en el.eje.0x3'de1svector;de;velocidades de. las pa;tICulas del liquido, el

' problema se reduce a hallar las solucicnes de

bajo la condicidn de que se cumple (5). En este caso las autofunciones
del problema (9) son

2

. k1 S

ua. (%) = sen | Y_X 1 = ———— {10)
0n 3 \ n 3V Yi_az

donde los autovalores son todos reales y vienen dados por la expresiodn:

. N
con.h =2 1, 25 3, oo Nétese que para el liquldo en reposo (a = 0} la
férmula {(11) da los autovalores conocidos del problema de frontera de la
onda arménica (2) entre. dos placas. rigidas. Igualmente, en el limite para

'k1 ~ 0 (onda estacionaria) se obtiene que v, = (2}) para toda o. Por otra
parte, a medlda que 1 crece el eSpectro de autovalores se va conv1rt1endo

en continuo ¥ en e1 lImite para 1 + « se obtiene 72 = a2 + '2.

La condicién (5) teniendo en.cuenta {11) nos permlte afirmar que debe
cumplirse que ' ;

(12)

2 ,
[ ni ] k2 > 0 o Ny | (13}



\
qué.siémpré'sé‘éumplé*paraEn*b-O;fpcfiCOnsiguieﬁte, én -la-guia-de ondas
analizadas se propagan todos los armdnicos..

A partir de la solucidén obtenida y teniendo en cuenta la relacidn ‘entre
la presién dindmica y las componentes del vector de veloc1dades de las
particulas del lfiquido [1, 2, 31, para estas magnltudes en la guia de

onda se obtienen las siguientes expresiones:

. 1(k1x1—y t)
ie

p = . COS + P  (14)
2_.2
Yn *
Y | k2T Llkgxg-y )
v __ 1 n 2 - LE e 171 cos
X, ik 2 2 ] d
1 1 Y. =~ :
{(15)
2
o 1. k3 Ak, x =y E)
v = o 12 - S e 1 17 cos
b 2 2 i
2 Y. -
: n _
i(k1x1—v t)
v = e . sen “{17)
X3 en

donde tiene el sentido fisico del valor no erturbado de la presién en

el liquido.-

3. ONDAS ESTABILIZADAS -

Por ﬁltimo, hagamos notar gue las'amplitudes de la componente X, del

vector de veloc1dades de las particulas del 11QULdO satlsfacen la

ecuacibn de las ondas establllz&das. o

YVX' % + (Yz - a ) Vx X + Yz (Yz - az) v =0 (18'
1™ : 373

que se obtiene de (1) mediante la operacidn

lim e”2YF ¢ [ethv-] - S

£-00
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L]
qué. siempre sé*éumple*paraln >- 0. Por consiguiente, en la gufa“de ondas
analizadas se propagan todos los arménmcos..,

A partir de la solucidén obtenida y teniendo en cuenta la relac16n entre
la presidn dinamica y las componentes del vector de veloc1dades de las
particulas del liguido [1, 2, 3], para estas magnltudes en la guia de
onda se obtienen las siguientes expre51ones-

1{k1x -y t}
ie ! ’ B
P = cos + Py 7 (14)

_ 2_.2
Yn a

ik, x =Y, t)

v = e ™ cos
X . .
1
1(k1x1-¥ tl .
v = cos | Y. X
‘R n 3
2
ifk,x, -7 t}
v = e 1 1 n " gen {17
Xy

dohde Po tiene el sehtiﬁb'fisico del Valbr no perturbado de la presidn .en

el liquido..

3. ONDAS ESTABILIZADAS -

Por ﬁltimo, hagamos notar que las amplitudes de la componente X3 del

vector de ve10c1dades de las particulas del liqu;do satlsfacen la
eCuac16n ‘de las ondas estabilizadas.

YV, + (72 - 0-2) ¥, L+ Y2 (#2 - 0.?.:-) v =0 (18)
X1% X3%3

gque se obtiene de (1) medianté la operacién
oo .
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La ecuacidén (18) para el caso Y > 4 gue nos ocupa en las dos primeras
secciones del presente artfculo, es una ecuacién de tipo eliptico cuyas
soluciones son ondas que se propagan en todas las direcciones del espacio

2 ' . .
R“, lo que estd en plena concordancia con la teorfa conocida de las

ecuaciones elipticas de Helmholtz. Sin embargo, para el caso y < a, la
ecuacibn (18) es una ecuacibn hiperb&lica (del tipo de Klein-Gordon),
cuyo estudio sistem&tico ha sido comenzado recientemente [6 - 9]. Las
caracteristicas de la ecuacidn (18) son las rectas.

e Vo -y

X3

X, =0 . (19)

las cuales definen el cono caracteristico

I x (20)

[ .|

,
dentro del cual las ondas se propagan, en tanto gue fuera de dicho cono
tienen el caricter de ondas estacionarias que se amortiguan para

. b
s X2 —> .

REFERENCIAS

1. MARIN ANTUNA, T (1984)'f“Sobre ‘una. ecua016n para ondas bldlmen51onales
en un liguido giratorio 'y compreSLble . Revista Cubana de F151ca,,
IVi{3): 63-75.

2, merme e ——————— {1985): "Sobre la excitacién de ondas en un. l1iguido
giratorio y compresible", Revista de Ciencias Matemdticas, :
VvI{1}: 105-114.

3. S S — (1987} : "Ondas planas v relaciones de dispersibn en-
. liguidos giratorios y compres1bles , Revista Cubana de Fisica,
VIT{(1). .

4. TIJONOV, A.N.; A.A. SAMARSKY. (1977): "Ecuaciones de la Fisica
Matem&tica", Nauka, Mosci. '

5. MADELUNG, E. (1957): El Aparato Matemitico de la Fisica, Berlin.

6. GABOV, S. A. (1982) : Difraccién de ‘ondas internas descritas por la
ecuacién de Klein-Gordon en “un semiplano, Doklady Akad CCCP,
T. 264, No. 73-75.

Ty smmm—mee ——~ (1982): Sobre un problema de difraccidn de ondas descritas

per la ecuac16n de Klein-Gordon, zﬁ—nal Vlchls. mat. y matem.
lelkl, T. 22, No. 6, 1518.

8. GABOV, S.A.; A.G. SVIESHNIKOV; A.K. SHATOV (1983): Dlsper516n de ondaé
- descritas por la ecuacibn de Kleln-Gordon or un plano 1ndlcado,
~ Doklady Akad. Nauk CCCP T. 268, No. 109

9. MARIN ANTUFA, J. (1985) : Dlserta016n ara la obtencién del grado
) c1entif1co de candidato en ciencias fi{sico-matematicas, Facultad de
Fisica, Universidad Estatal de Mosc@. ‘ . -

21



REVISTA CUBANA DE FISICA Vol. 12{ No. 3, 1992

LA EXPANSION LIBRE .DE UNA DISTRIBUCION ESFERICA .
DE PARTICULAS COMO UN PROBLEMA DE DOS CUERPOS

M.A.H. Garcia Dfaz, Departamento de Fisica, I.S.P.E.T.P.
RESUMEN

Se estudia la expansibn libre de una distribucidn esférica de particulas
que, segln el caso, interactdan gravitadional o eléctricamente. El proce-
dimiento empleado, consistente en dividir virtualmente al sistema en dos
hemisferios, simplifica el planteamiento a un problema de dos cuerpos.
Esto pérmite describir analiticamente el movimiento expansivo y, a su vez,
contribuye a establecer como una ley de la inversa del cuadrado de la
distancia, las fuerzas atractivas o repulsivas que los hemisferios
ejercen entre si. ‘ . o '

ABSTRACT

Free expansion in a spherical distribution of particles is studied.
Gravitational or electrical field in the system is considered. The applied
procedure simplifies the question to a two-body problem, since the system
is virtually divided in two'hemiSPheres.-This allows the analytical
description of the expansive motion and, in turn; it c¢ontributes to found,
as an inverSe-squaré'iaw, the-attractive'of repulsive forces exerted
between the hemispheres.
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INTRODUCCTION

Lés=investigaciones.realizadas en torno al problema del movimiento de N
cuerpos -gue se atraen o se repelen . segln la'ley,de la inversa del cuadrédo
de la distancia- se clasifican /1/ en dos grandes grupos. Uno, que ha
tratado de resolver el problema analitiéo y otro, que a falta de una
solucidén analitica satisfactoria se contenta con obtener resultadoes
numdricos aceptables. Es incalculable el nimero de modalidades en que puede
aparecer el famoso problema. Una de ellas lo constituye el movimiento de
expansidn de un sistema de particulas ~idénticas por sus pr0pledades
fisicas- que presenta simetria esférica, o sea, una esfera de gas, de cuyo
estudio por primera vez se ocupd Emden /2/. Si este gas es ideal se admite
que el campo macroscéplco asociado a las cargas de las partlculas no afecta
sus propiedades /3/. Cuando dicho campo de fuerzas puede despreciarse el
problema se 51mp11flca notorlamente, y su solucidn /4/ se halla mediante
la divisidn virtual del sistema en dos subsistemas, en forma de hemisferios.
La idea de este procedimiento no es. nueva, aungue su explotacidn ha sido
insuficiente. En su forma méds elemental Newton lo emplea en su Principia
Mathematica /5/ para apoyar la validez de ia dGltima de las tres célebres
leyes de su mecdnica, pero su verdadero origen se remonta a los. tlempos en
que Arguimedes estudiaba el centro de gravedad de los cuerpos rlgldOS /6/,
y su complejidad se dcrecienta cuando se pretenden formular las fuerzas de
interaccién de los subsistemas. Asi, al'cdnsiderar 1a fuerza de atraccidn
(si el campo macroscdpico es de cardcter gravitacional) o de repuisién-

(si es de cardcter eléctrico) entre los subsistemas de uha distribucidn
esférica de particulas, surge un gran inconveniente: se desconoce el
éSpecto cuantitativo de las respectivas leyes de interaccién, es decir,
nada se sabe de las expresiones analiticas que les corresponden. De hecho
hay que olvidarse en deducirla directamente, porgue, cOMO algunos expresan
/7/, la tarea de calcular la fuerza gravitacional entre masas extendidas
(vdlido para las cargas eléctricas) es matemdticamente tan complicada que
s6lo en muy contados casos se logra el resultado final; pese a gue Gltima-
mente, aplicando el concepto'de masa negativa /8/, se ha incrementadc su
nimero. No obstante, como se comprenderd, esta via es, por su propia
indole, .incapaz de dar la respuesta que se requiere. Ante esta situacibn
hay gque optar por la siguiente alternativa; asumir, por razones de
simetria y dimensionalidad, que las fuerzas atractivas -o repulsivas,
segln el caso-~ entre los hemisferios se rige por una expresién formalmente
andloga a la de la Ley de la Gravitacidn Universal de Newton. Luego esta
hipétesis se pone a prueba haciendo que, er vez de objetivo, el problema
fundamental de la mecinica se convierta en mnedio de precisar la expresidn
supuesta. Sin embargo, este papel poco usual que desempefia el problema
fundamental de la mecdnica no es 6bice para gue, a rengldén seguido, se

arribe a la ecuacidn del movimiento de expansidn del sistema. Para ello,
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como en /4/, se admitiri que 1la distribucidn espacial de las particulas, en
cualquier instante, es uniforme; con lo cual no sélo se gaha en sencillez,
sino que, ademis, se garantiza la estabiliddad de las formas matemdticas de

las leyes de interaccién durante la .expansidn.

CASO GRAVITACIONAL
L. Método Energético.

Imaginemos una distribucién esférica de particulas, de radio R, como un
gas ideal moncatdmico no degenerado 'y con51deremos la presencia del campo
gravitacional asociado a la masa M del mismo; cuya energia interna, a fin
de asegurar su expansidn libre lllmltada, convendremos que no es negativa,
mientras su densidad de masa es uniforme. Seleccionemos el sistema
inercial de referenCLa (s. I R ) con su origen, 0, en el centro de masa
{C.M.) de la esfera gaseosa (ver Figura). Supongamos'que a partir del

estado inicial (R = RO) el sistema se expande, manteniéndose uniforme su

densidad de masa. La energila interna del sistema viene dada por
=2, 2, o ,
E = MVé / 2 - 36M° / 5R, { 1)

donde V Vé es la ‘velocidad cuadratlca media cuando R = Ry»

constante de gravitacidn universal. Fijemos la atencidn en -los subsistemas,

y G la

de forma hemisférica, en que el plano Y4 divide al gas. Sobre cada N
subsistema actuari, como. consecuencia de la transferencia de momento lJneal
entre los mismos /4/, la fuerza de intercambio

o= V% /4R | ( 2)

donde V ?2 es la velocidad cuadrdtica media del movimiento caStico de las
particulas cuando el radic de la distribucidn es R. Ademds, actuard 1la
fuerza atractiva F' que la masa, M/2, del subsistema contiguo ejerce sobre
la masa, M/2, del subsistema objeto de estudio; y, como el eje X coincide
con las directrices de F y F', en todo momento, prescindiremog de la
notaciéﬁ vectorial. 8i S es la distancia entre los C:M. de los subsistemas,
asumiremos que los dos hemisferios se atraen como si sus masas estuvieran
concentradas en sus respectivos centros de masa. En términos matemiticos

F' =H[—M—] . [—E—]/ g?

: 2y U2 _
siendo H el coeficiente de proporcionalidad, con las mismas dimensiones que
G, pero cuyo valor no es désconocido, Por conveniencia estableceremos la
siguiente relacidn: H = KG, donde K es una épnstanté a determinar. De esta

F' o= K [G[_rg_] _- [_1,21_]-,-52] o

manera

[ V]

BT



%

. . []
de modo gue la energia potencial gravitacional de los subsistemas, U ,

v el B e

en tanto la energfa potencial, U, asociada a las fuerzas de intercambio,

cbviamente, es

{ 4)

como ya se demostrd /4/, viene dada por

U = (15/128) M . (rg/RIS/S ( 5)

Ahora bilen, como la energia total de interaccidén de los subsistemas es,
indefectiblemente, una fraccidn de la energla interna, la ley de conser-

vacién de la energia mecdnica permite escribir
U+U'_+MU2/2=0¢E' _ L 6)

donde, por lo dicho, « representa a un factor numdrico positivo e inferior

a la unidad; en tanto u = 3VR/8.(7) dencta el valor de la velocidad de los
C.M. de ambos subsistemas, mient;és Vk es la velocidad de la superficie -
exterior del sistema. Ya que S = 3R/4 (8) y para R = R, se tiene que u = 0,

de (6), y teniendo en cuenta (4) y (5), resulta

2

(15/128) MVO_— KGM2/3R0- = aE

Sustituyendo, con el éuxilio de (1), queda

' 1
-—-1-§-—-—aE+ 2 —J-{—!.GM =0
64 64 3 J R

Haciendo E = 0 se tiene K = 27/64 (9), v como la expresidn anterinr es
vilida cuando E > 0, se tiene o = 15/64 (10}). Asi, si volvemos a (6) v
sustituimos con arregle a (4}, (5), (7, (8), (9) y {10), resulta

v o= [ BTN, 2 STV L T R el v i —l—al (11)
R 3 0 0
) R
1 - L R J
de modo que
Ly 3 _
‘ . 5 = 2GM .
v = LimV_, = |[— V, -~ —/— . {12}
Rmax R+m R. 3 0 RO g o .

L
y como la energia cinética de expansién /4/ viene dada por

E'- 3Mv2 / 16 | | (13)
su valor miximo, de acuerdo con (12) y (1), es Eﬁax = E {14)
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II. fEgtade Estacionario.
Considerando que la energia potencial total de interaccidn de los sub-

sistemas viene dada por Epi = U + U' {15), desde el punto de vista

energético, el sistema se encuentra en estado estacionario cuando E ; sea
. L
un minimg. Luego, derivando en (15) con respecto a S y teniendo en cuenta

(2), (3), (4), (5) y {8) resulta que F = F'. Ahora, segin (2}, (3), 8y y
(9), tenemos Eco/Epo = -5/8 (16), donde Eco = MVO/Z Yy Epo = 3GM/5R0. De

(1) se sigue que E = -9GM/40RU.(17)

CASO ELECTRICO

Consideremos una distribucién esférica de particulas que tienen la
misma carga eléctrica y la misma masa -despreciable por su accibn

gravitacional- de modo gque, si inicialmente las particulas estdn en reposo,
la energia interna del sistema es E = 3kQ2 / SRO (18), donde k es el

coeficiente de proporcionalidad de la ley de Coulomb, ¢ es la carga del
- 4.

sistema y R, su radio inicial. Si en cierto instante las particulas

electrizadas se liberan, dada la-simetria del sistema, se moveran

radialmente, produciéndose la expansidn. Sea esta libre y VR —-cuyo valor

depende de E- relativamente pequefia, a fin de despreciar los efectos
relativistas. Empleando el procedimiento de los subsgistemas y admitiendo
gue la densidad de carga y, por consiguiente, la densidad de masa se
mantiene uniforme, la fuerza repulsiva entre los subsistemas puede ser
escrita de la manera siguiente
2

F, = Ck (Q/2) (Q/2) /8 (19)

donde C es una constante adimensional., Desde el S.I.R., cuyo origen

nuevamente coincide con el C.M. del sistema, tenemos Fe = (M/2) du/dt,
Integrando, después de sustituir segﬁnw(19), (7 vy (8),'podemos escribir

2 A2
VR max = 123 ¢ko / 27 MRy

y sustituyendo en {13} queda

g - 64 CkQ® / 45 R

max 0 (20)

por otra parte, como la relacidn carga-masa es la misma para todas las
particulas, dada la simetria del sistema, durante la expansién é&ste no

radia /9/; por lo cual Eéax = E, Sustitu?endo en la igualdad anterior, con

arreglo a (18) y (20), resulta C = 27/64.

DISCUSION
Si el campo gravitacional del gistema de pértibulas neutras es
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despreCLable, entonces, COmMoO ¢aso partlcular /4, la ecua016n v, se

reduce al primer termlno, entre llaves, del mlembro derecho de t11) En

52
0

del mlembro derecho de (11) aunque para que tenga senfldo fisico debe
cumplirse que R < Ro' Esto significa que la dlstrlbuc1on esférica de

cambio, si Vv, = 0, V viene dada por el seguudo termlno, entre llaves,

particulas, inicialmente esti&ticas, se contrae, transformando-prog;esiva—
‘mente la energia potencial gravitacional en energla cinética. Prﬁgba,de

ello es que, con el auxilio de (13) y la férmula de la energia potencial
gravitacional de la esfera de densidad de masa uniforme, la ley de conser-

vacién de la energia mecénica conduce también, en este caso, a la

ecuacidén de V Adviértase que el resultado expresado analiticamente en

R
(14) es, en rigor, consecuente con dicha ley, vy (10) implica que la .
energia total de interaccidn de los subsistemas es, aproximadamentel igual

a la cuarta parte de la energia interna del sistema; cuya cota inferior, a
partir de la cual se expande, la da (17). Obviamente, (17) proporcicna la
energia interna del sistema en el estado estacionario, para el cual es .
valida la relacidn (16)._Esta,.a diferencia dei resultado que proporciona

el teorema del virial -el cual ha desempefiado un destacado papel en la
astrofisica /10/ por haber sido la Gnica forma aproximada de relacionar la
energia del movimiento térmico v la energia potencial grav1tac1onal del
sistema~ se establece a través de una derivacidn que descansa exclu51vamente

en las leyes de la mec&nica clésica.

Por otra parte, el método dinamico resulta ineficaz'para deducir {11),
lo cual muestra la conveniencia en definir (4) y (5) para abordar, mediante
el método energético, la descripcidn matematica del meimiento delos C.M.
de los subsistemas. El hecho de que k#1 implica que H y G son dos coeficientes
de proporcionalidad numéricamente diferentes. Esto debe constituir motivo
de-alarma, ni nadie puede ver en ello una violacidn. de la Ley de la
Grav1tac1on Universal de Newton similar a la que alqunos lnfleren del
experimento del geofisico Stacey /11/, lo cual ha dado ple a una ftremenda
polémica. Aqui la cuestidn es mads sencilla. La at:ac016n gravitacional ‘
entre dos puntos materiales estd, siempre,Jrgéida”por una ley_dg_ié inversa
del cuadrado de la distancia; pero cuando la distancia de separacidén no se
puede despreciar en comparacidn con las diﬁensionés de los cuerpos que
ellos representan, entonces, se requiere especifidar su forma: si ‘son
esferas la constante de gravitacifén es G, mlentras que 51 son lecs

hemisferios de una de éstas, de den51dad de masa unlforme, entonces, es H.

"El caso eléctrico da para C el valor gue aparece en (9), como constancia
de que la analogia formal entre las interacciones gravitacionales y
eléctricas mantiene su vigencia. Una Gltima observacién. Es oportuno aclarar

que si bien las particulas elementales electrizadas, en reposo, presentan
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un campo con simetria esférica, por mas de una razdn, no se puede garantizar
el rango de validez de (19) a las mismas. De esta manera, si es gue tiene
sentido, sigue en pie el controvertible problemé de la fuerza de repulsidn
entre las partes del electrdn /12/.

-

CONCLUSIONES

Los resultados de mayor significacidn son:

1. La determinacién de 1la constante.adimensional gque relaciona los
coeficientes de proporcionalidad de las leyes de la inversa del cuadrado de
la distancia, de Newton y de Coulomb, con las que rigen las interacciones
.gravitacionales o eléctricas de los hemisferios en que se subdivide,

virtualmente, la distribucibén esférica de particulas.

2. La solucidn analitica de la ley del movimiento como un problema de
dos cuerpos, de donde se deducen, de un lado, el caso particular en que el
campo gravitacional del sistema esg despreciable y, del otro, aquel en que
las particulas neutras estdn inicialmente en reposo; siendo &ste de especial
interés, por cuanto la ecuacifn del movimiento de contraccidn puede
derivarse por otro procedimiento: mediante consideraciones energéticas que

engloben a todo el sistema.

3. La deduccidn de la relacidn entre la energia del movimiento térmico-y
la energia potencial gravitacional de la distribucién en el estado
estacionario, la cual, en orden de magnitud, coincide con el estimado

estadistico del teorema del wvirial.

Figura 1. Sistema de particulas
en expansidn.
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CALCULO DE LA CARGA MEDIA DE IONES PESADOS
EN MEDIOS GASEOSOS |

Jorge M. Rigol Pérez,
RESUMEN

En este tfabajo se calcula 1la cérga mediarde iones pesados iSﬁ, Ta, U, Fm)
al atravesar un medio gaséoso (0, Arx, Kr) diluido. Con este fin se utiliza
el modelo de Bell, que asume una distribucidén de Tomas-Fermi para los.
electrones en el &tomo. Los resultados se comparan con los datos

exXxperimentales.
ABSTRACT

The mean charge of heavy ions {Sn, Ta, U,'Fm) during their travelling through
a dilute gas (0, Ar, Kr) are calculated. The Bell's model is.used which
assume a Tomas-Fermi distribution for the electrons in the atom. The results
are compared with the experimental ones.

INTRODUCCION

En los Gltimos afios, y en parte debido a la creacién de nuevos separa-
dores llenos con gas que se dedican a 1és investigaciones con iones pesados
1, 2, 3, 41, ha aumentado el interés y la necesidad de conocer la carga
media de icnes pesados al atravesar medios gaseosos diluido (= 100 Pa). En
un amplio resumen sobre esta temitica, realizado por Betz [5], se comparan
los distintos métodos utilizados para el cilculo de la carga media de los
iones moviéndose en un medio gaseoso, '
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_ Dada la complejidad de este proceso es. necesarlo agudir a modelos
simplificados como los de Bohr [61, Lamb [7] Knlpp ¥ Teller ES], Bell E9] _
o bien a férmulas semlempirlcas Como las obtenldas por Dlmltrlev Y. leclaev.;
£101. E1 modelo de Bell, dlstinto a los demés, tlene en cuenta el t1po de
gas por el que se desplaza el ibn. Sin embargo, ‘este modelo quadé en el
olvido durante largos afios, quizas, por ser demasxado laborloso. Comc los
resultados experimentales confirman C11] una fuerte dependenc1a de la carga
media del idn con el tipo de gas, ‘se” justrflca el estudic: de " las pDSlblll—
dades del modelo de Bell aplicado_ a iones mis: pesados y con menores

energias que los obtenidos en el proceso de flslén.

MODELO DE BELL

De acuerdo con este modelo [9] .el valor de la carga. (g) de un idn
correspondera al valor de la carga media <g>, si para un valor dado de 'la
velocidad del ién, la seccidn transversal.de captura de un glectrdn por el

mismo es 1gual a la seccidn:transversal de perdlda de un. electrén._

Segldn este modelo, para calcular la seccidn transversal de captura de un:
electrén asociado a un éfomo del gas por parte’del ién que se: desPlaza -COR -~
carga (q) vy velocidad v, se 1ntegra la expresmén-'*;,~“ : 'r'kﬂ-ﬂ' ‘

“max R A k
(1) Gc(q.VJ =7 | rglr) D{rj_ﬁr_ p#vei P§y!,v0:.Ve) v,
: m;n 7 i

donde v, es la velOC1dad del electrén en el &tomo del gas, (v’f es la
probabilidad de gue el e‘ectrén tenga la velocidad Vet calculada por el
modelo de Tomas-Fermi; v, €s la velocidad mixima que puede tener un

electrdn asociado al i6n (se- ‘calcula por el modelo- de Tomas-Ferml),

P(v,'vo, Ve), es un factor geometrlco determlnado peor las condlc10nes:
_ 0
(2) Biv, Vo! Ve) = 2 : g o '
[(Vo)' - (vnve) ]/(4vve)-- médulo {v-ve) ? v
vV o+ v é?’v.:z
e o
V=V _ S V_ S V+V

D{r)dr es la probabllldad de encontrar. el electxén en el dtomo del gas .
entre r y r + dr y r_ (r) es .la d15tanc1a electrén—ién.tal que la fuerza de.

- atraccién del electrdn por parte del i6n es igual a la fuerza dé atraccidn
por parte del &tomo del gas. -Para calcular ro(f)-es.necesario tener en ..

cuenta el apantallamiento del nﬁcledxdél‘étomo'ﬁél'QESJ'réélizado pbr-lbs*'
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restantes electrones; lo cual calculamos utilizando ¥4 distribucién de’
Tomas-Fermi. ' ) B SR
Para calcular 1a seculén transversal de pérdlda de electrones ‘se utiliza
la conocida expre51on para 1a dluper516n de un electrén por un étomo- '
: , o 2. 2.2, .
(}) | ﬁo/dg = [8m f Zeff_e / h,] / (QP)

donde Z.ff es la carga efectiva.del &dtomo.del gas; m es la masa del electrén

y Ap es el cambio de la cantidad de movimiento del electrén durante el
choque, o S C o

Debe tenerse en cuenta que la carga del Adtomo de gas varia en la medida
en que el idén se acerca al mismo. Esto implica que para calcular la carga
efectiva del Atomo hay que asumir determinado moé¢elo. En-nuestro caso,
hemOS'seguidd un camino un poco diferente al de Bell (ver [91}. Calculamos
la distancia para la cual la funcidn subintegrando de la expresidén (4)
muestra un mdximo. Esta distancia corresponde a determinado valor del campo
eléctrico. Entonces calculamos: la distanciafdesde el ndcleo del étpmo de
gas para la cual-el-campo-cfead? toma el mismo. valor que el obtenido antes.
Al valor de la carga capaz de creax tal campe lo hemos considerado como la.
carga efectiva. | ' -

Teniendo en cuenta estas consideraciones, el valor de la seceibn trans- -
versal para la pérdida de un electrdn por parte del i6n cor. carga q ¥y

velocidad v se calcula de acuerdo con la expre516n°

r

max _
(4) o (p,v) = | Dlryar. 1 do(v, Vgr V) / du . da

r . 2

- min . o]

donde el &ngulo s6lido %)esta determinado por factores geometrlcos (ver

(aly y v, se calcula-a partir de los poten01ales de ionizacidn obtenidos
por el método de Hartree-Fock en [12], D(r)dr es la probabilidad de
encontrar el electrdn en el ibén entre las distancias r y r + dr, lo cual
se calcula mediante el modelo de Tomas-Fermi.

DETERMINAC[ON DE LA CARGA MEDIA

Después que se han calculado las secciones transversales de pérdida y
captura de electrones por parte dé un idén con carga g en dependencia de su
velocidad, se determina el valor de la velocidad para el cual los valores.
de ambas secciones transversales coinciden. Este valor se pone, entonces,

en correspondéncia con el valor de la carga media <g> = q.

Para ilustrar lo dicho, en la Figura -1 presentamos el calculo de la
carga media del ifn tdntalc-181, en argén. Los valores de o, y o estédn
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dados en unidades de wag donde a, es el radio clisico del &tomo de hidrd-

geno. Como se observa, los valores de la velocidad gdel idn para los cuales
su carga media toma los valores 3, 5 y 7 serdn 1.5, 1.9 y 2.6 respectiva-
mente {la velocidad se expresa en unidades de v, gue es igual a 2,19- 10" m/s

y que corresponde a la velocidad del electrdn en el &tomo de hldrogeno).

En la Tabla 1 se muestran loé valores calculades para la velocidad de
los iones de yodo, téntalo, uranio y fermio para los cuales su carga media

toma los valores 3, 5 y 7 en los gases oxigeno, argon Y krlpton.

COMPARACION CON LOS RESULTADOS EXPERIMENTALES

En las Figuras 2 y 3 se comparan los valores calculados de la carga
media del yodo y del téntalo en oxigeno con los datos experimentales
tomados de £51 y £13]._En las Figuras 4-6 se comparan los resultados
tebricos para iones de uranio en oxigeno, argdén y kryptdn con los
fesultados experimentales tomados de [13]. En el pecr de los casos el

valor tedrico se diferencia del experimental en menos de un 25 %,

Debe tenerse presente que los crlterlos como los de Bohr [61 y Lamb [7]_‘“ 
que no tienen en cuenta el tipo de gas, pueden arrcjar resultados gque se
dlferenc1en de los experlmentales en un 30 - 40 % fundamentalmente para

gases: llgeros.

Ademds, en nuestros cdlculos se observa ﬁna clara dependencia de la
carga media con el tipo de gas, lo cual es un hecho establecido experimen-
talmente [111. La determinécién experimental de la carga media de un idn en
un gas se realiza con una exactitud cercana al 5 % [13]. 8i tenemos en
cuenta que en nuestros cdlculos no se utiliza ni un so0lo parédmetro de
ajuste o normallzaCLén se puede concluir que este modelo se puede utilizar
para calecular la carga media de iones mis pesados que los fragmentos de

figidn y que se desplazan a menores velocidades.

-CONCLUSIONES

El modelo propuesto originalmente por Bell para calcular la carga media,
en gases, de los fragmentos de fisidn con n&mero"atémico'entre 40 yv 50 vy
energias entre 80 y 100 Mev. se ha: empleado para el c8lculo de la carga
media de iones con nimero atémico hasta 100 'y’ para energias mucho mis
bajas y cercanas a 5 Mev,
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prabla 1. Calculo de la velocidad de algunos iqnes en distintos gases.

GAS
TON (Z)
YODO {53)

PANTALO {73)
URANIO (92)
FERMIO (100)

Nota: Los valores 3,_5

- Figura 1.

L

OXIGENO. ARGON KRYPTON
3 05 7 3 5 7 3 5 71
1.3 1.8 2.5 1.6 1.9 2.5 1.4 1.8
1.2 1.9 2.6 1.5 1.9 2.6 0.6 1.4 1
1.1 1.8 2.3 0.8 1.4 1.8 1.1 1.7
1.4 2.0 2.4 1.6.2.12,5 1.4 2.0

y 7 corresponden a las cargas medias

Ta on A

- Fig. |

Depépdencia de las secciones transversales de
pérdida (rLl v captura.(rc) de electrones por

parte de iones de tantaloc en argbdn, con la

.velocidad, para distintos valores de la carga

media.

32
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CALCULO Y ANALISIS DE BOBINAS CORRECTORAS
' DEL CAMPO MAGNETICO PARA EQUIPOS RMNI
CON NUCLEOS DE AIRE:

Il. BOBINAS CIRCULARES

L. Bergues C. y F. Reguera M., Centro de Biofisica M&dica (CBM), Universidad
de Oriente. . ‘

RESUMEN

Se hace un célculo tebrico de la componente z del campo magnético (BZ) para

diferentes Configuraciones de bobinas circulares gue se usan para corregir
las inhomogeneidades del campo magnético, Asi como un andlisis del (8) los
6denes mis bajos de los gradientes no deseados y’maximizar el orden del
gradiente deseable. Se optimizan lds pardmetros de las diferentes configu-
raciones de bobinas.

ABSTRACT

A theorical calculus of z component of BZ (magnetic field) is made for

different configurations of circular coils being used to correct
inhomogeneties of the magnetic field. As well as an‘analysisjof the lowest
order or orders of not desired gradients and to make maximum the order of
the desired gradieht. The parameters of the different configuration of
coils are optimized. ;
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1.INTRODUCCTION

En [1] se calculd un sistema de bobinas correctoras saddle - shaped
para corregir las inhomogeneidades radiales de un electroimin con nicleo
de aire para R.M.N.I. Ademds de estas debe tenerse en cuenta las deforma--

ciones naturales de B2 a lo largo del eje de simetria, las cuales se

eliminan con un sistema de bobinas circulares colocadas simétricamente

respecto al origen.

En el presente trabajo se hace un andlisis detallado del célculo de- _
estas bobinas usando un desarrollo de Fourier-Bessel; para corregir estas
inhomogeneidades se procede a eliminar los gradientes de mas bajos Sdenes

no deseables y maximizar el orden del gradiente deseado.

2. FORMULISMO MATEMATICO

En [1] se obtuvo una expresibén general de la componente B del campo

para distintas configuraciones de bobinas saddle-shaped, esta expresidn
también es vdlida para sistemas de bobinas circulares. Para cada conflgu-

racidn de boblna se propone una. func1on F (w, z) construlda sélo con la

delta de Dlrac (6(x)), ya que, la funcién Paso Unltarlo de Heav151de (H(x))
en el proceso de’ 1ntegrac16n eg 1gual a 1, una vez conoc1da la expresxén,
de F (p, 2) se le halla su transformada por Fourier dada por {1) 'y edta se

sustltuye en la expresién de Bz dada por (2). Para encontrar 1es-parémetros

Sptimos de las configuraciones de bobinas como son: el nimero de vueltas
(N) v las distancias a que estdn las bobinas del centro magnético (di)

{i =1, 2, ...}. Los cdlculos se referirdn a la espira central y luego se
superpondri el aporte de las otras espiras; finalmente se anula

o minimiza el o los &rdenes mis bajos de los gradientes no deseados y se

busca el orden del gradiente a maximizar. Las expresiones (2a) y (7} de .

£1] ser&n las utilizadas como base de estos célculos.

n

M=+~
-]

F® (k) = —1— I e‘lmw-a@'J K%k (z, ¢ dz : (1)
) M ¢
=Tt - £O
n.a o o ) -
_ 0 imp ikz _m '
B, = v J ke T e Folk} I, (kp} Kp(ka) dg ( 2)

3. EJEMPLOS

a) La Figura 1 muestra una espira circular gue produce un campo Bz NP

gue esti situada en el centro del sistema magnético. Entonces.Fwtw, z)

tiene la forma:
26



Fo, = (0, 2) = I 6(2-0) H(gsm) C1-H(e+m) ] . { 3)
Sustituyendo {3} en (1) y luego en (2) es f&cil ver que B, sera

distinto de cero sim = 0

T2
. _ _uwo Ia™~ 2 4 6 =
B, = 5 [ Ay + MpT ¢ Ao+ AT 4 e _ ( 4)

Si superponemos a esta espira N vueltas, la expresién (4) guedari
multiplicada por N. Si p = O se_obtiene la componente Bz de una bokina a

lo largo del eje z.

2 _
p . -uo INa . (4a)
z 2 o _
donde
'AO - (a2 4 2% 73/2

4

b) La Figura 2 muestra dos espiras circulares gue respecto al centro
magnético se encuentran a una distancia’'d y por las cuales circulan
corrientes en sentldos 0puestos. Esta conf1gurac16n proporciona un campo

B '~ z, siendo
2

Folor 2) = 1 [ 6(z-a) - 8(z+4) ] Htw+n) C 1-Htéiﬁfj""( 5)

.5i a una de las esplras se le superpone N1 vueltas y a la otra N2

vueéltas, entonce5'e1 problema es encontrar d; N. y N- gue son los

1
argumentos de 1os coeflclgntes del desarrollo; Suatltuyendo (5) en (1) y
luego en (2) se tiene

' 2 3
po LaN Z
+'Bf(’291‘ _ z392 .
"3° 64 24
8i p = 0 se llega a
B, = -Hofall [B,Iz IS I T (6a)
B 1 'n.!pf. p.

Si se desea el término de primer orden z basta anular el coeficiente
del té&rmino. de tercer‘ordén_23; es decir,’Bé.z 0,;obteniéndose
d = (/73 / 2)ay N/N, = 1.

c¢) La Figura 3 muestra una configuracidn de tres espiras circulares, en

el par externo la corriente I

4+ circula en el mismo sentido y estéd
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\
ubicada respecto al centro magnético a una distancia d1; por la otra

circula una corriente I?'que va en sentido opuesto a 11 y estd colocada
en el centro magnético de la configuracidn (d2 = 0}. Esta configuracidn

proporciona un campo B, 22. Fw(¢,_z) tiene la forma:

Fw(w' z) = I L 6(z-d1) + 6(z+d1) - 5(2—0)_] H{p+m) . [ 1—H(w+n)] { 7)
St al par externo se le superpone N1 vueltas y. a la otra Nz, ahora los
coeficientes C.l (i =1, 2, -,.l son funciones de d1 Yy N1/N2

Sustituyendo {7) en (1) y luego en (2) es fécil ver que B, serd

distinto de cerc, i m = 0.

2 2 . 4 2 2 4
wo 1 o) z [o] A Z
B = = w—m—— C + C,.{ - C -
2=~ " 2n [ o " 71Ty )+ G R TR
6 2 4 4 2 6 -
+ c, (—E - 2P S N ( 8)
3° 2304 128 96 720
Sip =10 \ -
_ _ _hko I ' 2 v 4 ' 6 _| .
B, = P [ C, +Cqp 27 +Cyz° +Cyz + f.'J" (8a)

8i se quiere que el término:de segundo orden 22 sea miximo basta anular

los coeficientes de 2% y 2%, obteni&ndose

a, = ¥ 2.941920095a y N, /N, =15

d) La Figura 4 muestra una configuracién de cuatro espiras circulares,
por el par externo c1rcula una corrlente I1 en el mismo sentido y estd
ubicado respecto al centro magnetlco a una distancia d En el par interno
circula una corriente 12 en el mismo sentido, pero en sentido contrario a
I, v estd sitvado respecto al centro‘maghético a una distancia d2. Esta

; ;- i : 2 4
configuracidn se utiliza para obtener un campo Bz v 2y Bz ~ 2. Para

estos dos casos se obtuvo que

F¢(¢, ?)‘= I [6(z~d1) + 6(z+d1) - 5(2—@2) - 6(z+d2)] .

. Hig+m) [1-H{e+m) ] . : (9
Si al par externo le superponemos N1 vueltas y al interno Nz-vueltas,

los coeficientés del desarrollo son funciones de d;, d, ¥ N1/N2

Sustituyendo (9) en {1) y luego en (2) es fécil ver que B, seré

distinto de cero, si m = 0
e -



o 1 52 2 422
B, = 2 [ D, + Dyl—g— = —g—) + Dylgg— - —g — *ag) *
.y K 2204 452 S |
317230 T28 56 720 ¢ 0 (10)
5i p = 0.
. wo I ' 2 ' 4 ' 6 |
Bz = - ——EE—H [DO + D1Z + D,z D3Z + e & : (10a)

. P 2 -
Si se desea el término de segundo orden 2z~ basta anular los coeficientes

de 2° ¥ 24 teniéndose -

a. = £ 1.592864217a, d, = 1 0.2669422037a y N,/N, =6

Si se desea el término de cuarto orden 24 basta anular los coeficientes
de z° y z2 teniéndose’

d, = % 2,37874669%7a, d2 = X 0.734098455%9a y N /N2 =9

4

e) La Figura 5 muestra una configuracidn de cuatro espiras circulares.
En el par externo la corriente que circula estd en sentido opuesto

(111 e 1..,) v se encuentra a una distancia d1 del centro magnético. En el

12
par interno la corriente circula en sentido opuesto (_I21 e 122) perc en
sentido contrario a I11 e 112 respectivamente, y estd a una distancia d2

P . s ; 3
del centro magnético. Esta configuracifén proporciona un campo Bz vz,

se tiene gue

Fw(w, z) =1 [— 6(z—d1) + §(z+d1) + 6(z—d2) - 5(z+d2) J .

. H(@+n)'[1-ﬂtw+n) ] (1
§i al par externo le superponemos N1 vueltas y al interno Nz, los
coeficientes del desarrollo son funciones de d1, d2 y_N1/N2.
Sustituyendo (11) en (1) y luego en (2) es facil ver que Bz serd

distinto de cero, sim = 0

_ _uwo I zZp z _2P 2 p
B, = n LEOZ M E-1( 4 6 ) + Exv—gr - 24 *
+* ~3%0 + ane ] . (12)
Sip=290
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B = po I E z + E-z3 + E zS + e -{12a)
Z n lo} 1 2 :

Si se desea el términc de tercer orden 23 basta anular los coeficientes
de Z1 y 25 obteniéndose

d, = ¥ 1.559282419a, 4, = 2 0.5155212314a y N, /N, = 4

4. DISCUSION DE LOS RESULTADOS

La forma de proceder para el cdlculo.de la componente Bz del campo para

distintas configuraciones de bobinas circulares para corregir las inhomo-
geneidades del campo magnético es: proponer la cornfiguracién de bobinas
con sus respectivos sentidos de las corrientes, una vez propuesta esta,

mediante la funcién Fw(w,_z) se describe el sentido de circulacidn en

cada bobina y a gqué distancia est&n estas del centro. magnético, esto se

hace a través de la delta de Dirdc (&(z - di)), i=1,2, ..., que fija

las posiciones de las espiras, y de la funcién Paso Unitario de Heaviside
(H{x)), gue describe por donde circula corriente el sentido de esta viene
dado por el :signo gue acompaﬁa'la'delta { el sigho de la corriente serd

positivo si esta circula saliendo del papel). Una vez propuesta Fw(w,3zr—
se le halla su transformada de Fouriex Fﬁ(k) dada por (1) y luego esta-

se sustituye en l%-eXprqsién'(Z) y $¢ ve f&cilmente que las expreéidﬁes de

B, obtenidas para las configuraciones son distintas de cero si m. = 0. Para
cada configuracidn de bobina existird una Fw(w, z) especifica y por tanto
habra formas de Bz para cada una de ellas. Las expresiones de Bz obtenidas

para cada configuracién son funciones de o y z, si p = 0 ellas coinciden
con las reportadas en [2). Las ecuaciones (4} y (6) son andlogas con las
reportadas en-F4],"si en este Gltimo se desprecia el efecto de
apantallamiento y ademds este desarrollo de Fourier-Bessel es de mds ficil
manejo que el propuesto por Hoult [2], ya que evita trabajar con sumas
discretas; las integfaleS;quelaparecen vienen ‘tabuladas (51, (61, [71 de
ahi la comodidad de trabajarlas.y la simplicidad de las expresiones

obtenidas, en este desarrollo los tdrminos aparecen directos.

En articulos ulteriores se publicarén los efectos que provocaron las
bobinas shims calculadas en el mejoramiento de la homogeneidad del
sistema magnético. '
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F16.1 . rdnde 4

Figura 1. Muestra una espira - Fl1G.2
¢ircular que pro- :

o ‘
duce un campo B "z 'Figura 2. Muestra dos espiras

que estl situada en ' circulares gue respecto
el centro del sis- al centro magnético se
tema magnético. encuentran a una dis-

~ tancia d y por las
cuales circulan corrie--
tes en sentidos opuestos.

F16.3

Figural3. Muestra una configuracién de tres espiras
circulares.
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Figura 4. Muestra una configuraci6n de cuatro espiras circulares.

N, ' Imf-In- Ii | Na'

12

FI6.5

Figura 5. Muestra una configuracidn de cuatro espiras circulares.
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SOLITONES Y BURBUJAS SOLITONICAS EN CAMPOS
EXTERNOS

- Jorge A. Gonzdlez, Departamento de Fisica, Universidad de Camagiiey.

RESUMEN

Se obtienen expresiones exactas para estados ligados solitén-antisolitén,
fuerza de interaccifn solitdn-antisolitén; solitones en campos externos no

homogé&neos y burbujas solitSnicas tridimensionales.
ABSTRACT

Exact expressions for bound soliton-antisoliton states; spliton-antisoliton
jnteraction force; solitons in inhomogeneous external fields and three-

dimensional solitonic bubles are obtained.

1. BEs conocido el importante papel gue juegan los solitones en la fisica
‘moderna y en particular en la descripcidn de paredes de dominio durante
' transiciones de fase estructurales en cuerpos s6lidos, asi como

particulas elementales en la teoria del campo [1-61.

Para el estudio de campos escalares, uno de los modelos mis empleados
es la llamada teoria ¢4 [2-4, 7). Mucho menos conocida es la teoria del
potencial "médulo cuadrado", {(/¢/ - 1)2, [4] que, sin embargo, puede

servir de alternativa a la teoria ¢4.
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La teoria (/¢/ - 1) tamblén poseae solltones b4 antxsolltones. Su -ventaja
radica en gque pueden cbtenerse soluciones sollténicas exactas para un gran
nimero de problemas no solubles en los marcos de otras_teorias_pero
cualitativamente equivalentes.

Esta proPledad ha sido asombrosamente poco explotada en la- literatura.

En la presente comunicacién -se presentarén soluc1ones exactas a los
siguientes problemas: estados ligados solitén-antisolitén bajo la accién
de una fuerza constante, fuerza de interaccidn solitén—antiSolitén,
solitones en campos externos no homogéneos; solitdén tridimensional que
describe una burbuja de una fase en otra. También se haré&n conSIderaCLOnes
generales que permiten conocer la din&mica de los solitones en campos

variables,

II. La lagrangiana en la teorfa (/¢/ - 1}2 en variables adimensionales es

la siguiente

¢ ' |
L =.J [& (——9—) -1 2292 L e/ - 1)2-] a® S

La ecuacidn del campo unidimensional es

22 - 2 @ - 2 sgnle) (/o/ - 1) =0 S 2)

ax at? - o

Aunque la ecuac16n (2) es no llneal puede ser expresada en. forma llneal

en los lntervalos ¢ >0 Y w < 0.

Utlllzando esta pr0pledad no es dlficil obtener la conoc1da soluc16n

solitdnica.
@, = sgnz {1 -'exp ‘[ - sgn(z) V2 ) : L oo (03)

donde 2 = _* 7 vt - x5

Vi 1 - v2

Agqui xokes‘la posicién inicial del g0litdn, v es la velocidad del

solitén.

Pambisn existe el antisolitén

'En nuestros trabajos [5-7]1 se mostrd que s1 en el medio existe una
fuerza constante, entonces pueden formarse estados ligadoé“sdlitén—

antisolitén.
Veamos la ecuacidn
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! La condicién para que (8) posea solitones es que existan tres puntos
criticos {5, 7, %91 y esto se cumple si

v

|[h(x) | < 2, para == < x < @
fara ser mis concretos, tomemos un caso particular en que h(x) posee U
cerc en el origen. En especifico, supongamos que h{x) tiene forma de
solitdn: |
'h(x} = a 8gnx (1 - exp [~ Sgn(x)dx]) ' ( 9)

En este caso existen dos tipos de soluciones estacionarias, una

solitdSnicar

//// fwn:‘§%w7'(¢?;~lz‘“if,r' 7 = ~ J.ﬁ?ﬂ'4ﬁ(4?5’;‘%?%%225’2éf;:é%{f

(@© - 2)
g —2 exp [-Sgni(x}dx1) (10a)
(2 - a2)
¥ una antisolitdnica:
9 = Sgnx (-1 - 2 4 a + 1+ 2 ) exp [-sgn(x) v2 x1 +
. o2 2 : .2
(ac - 2) :
+ ——2—— exp [-Sgn(x)dx]1). : (10b)
(2 - 4d%) . o N

Enpleando los métodos tradicionales para la investigacifn de la esta-
bilidad de los solitones [3, 4, 91 es fScil mostrar que para ad > 0 la
solucidn solitbnica es”inestablé, mientras que la antisoliténica es
estable. Para ad < 0 ocurre lo contrario. '

IV. En los trabajos [10, 11] han sido estudiadas soluciones aproximadas
tridimensionales esféricas que. describen burbujas, provocadas por
transiciones de fase.

Los estados estacionarios con simetria radial esférica en la teoria
del potencial "médulo cuadrado" son soluciones de la ecuacidn
2

3¢ ., 2 32 _ 5 ggnie) (/o/ - 1) = h | (11)
3r2 r

ar

Sea h > 0. En este caso la solucibn que describe una burbuja
estacionaria tiene 'las propiedades

n
-
|

lim ¢

r—>e

1; ’ g;’: /r=0 = 0, q’/r:_O :< 0.

Para ¢ >'0ﬁla solﬁéién de (11) es

_ h c exp (~¥2 r) R _ ‘ .
.w = 1 - —+ T - (12)
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{13, 111 y pueden contraerse o expandirse.

Realmente, ellas se forman debido al equilibrio de dos fuerzas: la
fuerza de atraccibn entre las paredes de la burbuja (las paredes de la

burbuia tridimensional se forman con "ladrillos" solitdnicos unidimensio-
nales de tal forma que los "ladrilios sellitdnicos en la pared de

enfrente poseen "ladrillos antisoliténicos" con los cuales se atraen
motuamente) y la fuerza h gue actla sobre cada punte de la pared, pero
hacia el exterior.

Una burbuja que posea un radio inferior al critico (10) tiende a
colapsar. Las burbujas de radio superior se expanden. Todo depende de la
fuerza que predomine.

Este comportamientc de las burbujas es conocido experimentalmente en
termodinfmica [121.

La f6brmula (16) permite calcular el radio critico incluso para campos

externos intensos.
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DESCRIPCION DE LA ADSORCION EN ZEOLITAS MEDIANTE
UN MODELO DE GAS RETICULAR EXACTAMEMTE
SOLUBLE

C. Rodriguez y M.T. Pérez, Departamento de Fisica Tebrica, Universidad
de La Habana. ' ' o

RESUMEN

Para describir la adsorcidn de moléculas monoatdmicas u homopolares en
zeolitas se propone un modelo de gas reticular que tiene en cuenta la
inhomogeneidad del potencial en las cavidades, el movimiento de las
moléculas y la interaccidn entre las wmismas. La diagonalizacidn del
hamiltoniano permite calcular las energias de los estados de las moléculas
adsorbidas en una cavidad y obtener una expresién exacta para el recubri-
miento eén funcién de la presién y la temperatura, que .es utilizada para

ajustar las isotermas experimentales de, adsorcidn de N2 en Na-FAU (NaX).

ABSTRACT

A lattice gas model is proposed to describe adsorption of monoatomic or
homopolar molecules in zeolites, takiﬁg into account nonhomogeneities of
the potential, molecular motion and intermolecular interaction inside.
zeolitic cavities. Diagonalizing the hamiltonian, the energy states of
adsorbed molecules and the exact expression for coverage as a function of
pressure and temperature are obtained. This theoretical isotherm is used
to fit experimental data on N, adsorption in Na-FAU (NaX) .
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LLINTRODUCCIGN

Las zeolitas son aluminosilicatos ceristalinos, cuya red estd formada

por tetraedros SiC, y AlO, conectados de forma tal gue cada &tomo de

oxigeno pertenece a dos tetraedros vecinos. Estos elementos forman una
armazdn cargada negativamente con cavidades y canales de dimensiones
moleculares, cuyas estructuras son bien'cdnocidas [1]. Los cationes

(Na+, K+, Ca++, Mg++, etc.) que compensan la cdrga négativa de la

armazdn se localizan en sitios de las cavidades y canales y son inter-
cambiables por otros cationes [2]1. La f6rmula qﬁimica cl&sica de las

zeolitas es: [3]

M

“m/v 0

[mAlOz.nSiOZJ.qH2

donde M son los cationes de valencia v, qH20 representa la fase adsorbida,

cuya desgorcidn por calentamiento suele ser reversible y deja un arreglo
periédico:tridimehsional de cavidades interconectadas que permite la
adsorcidn de moléculas de ‘dimensiones menores que el diametro de los
canales. La presencia de una red de microporos concede a 1as;zeolitas_ -
propiedades fisico-quimicas {inicas y determina su amplio uso como
adsorbentes selectivos, intercambiadores ifnicos, electrolitos sélidos

y catalizadores [31]. B ' - ' :

En la descripcidn estadiética de la adsorcidn en Zeolitas'[4;11].suele
considerarse el espacio interior de la misma como un ensemble grarm
candnico deé cavidades cuasi- 1ndepend1entes ‘gque intercambian moleculas a-
través de los canales. Las isotermas de adsorcién resultantes_han751do_
comparadas con la data experimental por Barrer [12] y el ajuste-realizado
no puede considerarse éﬁn satisfactorio. Cﬁlculos'realizadoé.por el
método de Montecarlo muestran que las simplificacicnes més usuales:
potencial homogéneo :en la cavidad, moléculas inmdviles e interaccién del
tipo de esferas rigidas resultan lrreales hasta para los gases nobles, vy

afectan sen31blemente los resultados 91,

Mas recientemente, se han encontrado evidencias de isote;mas de
adsqrciéniqon escalones y lézos_dg histéresis en nuévas zeolitgs de alto
contenido.de silicio, como la ZM-5 [13 14];:E1 hecho'de que esto ocurra
en orlstales relatlvamente grandes Y blen deflnldos, no permlte atrlbulr el
fendmenc a factores extrinsecos, tales como severas 1mperfec01ones del
sistema de canales y cavidades o_1nh0mogeneldades én la composicidn
catidnica. Lo anterior sugiere que este comportamiento andmalo tenga un
cardcter fundamental en. la adsorc16n zeolitlca Yy plantea el problema, afin

no resuelto, de dar una expllca016n cuantltatlva del mlsmo [15]

El presente trabajo pretende modelar la adsorcidn en.zgolltas, estudiar.

ios estédbs pbsibles de las mol&culas en las cavidades, derivar las
isotermas de adsorcidn correspondientes y discutir las propledades de- eStdS

251




LY :
en dependencia de los parimetros del modelo, que tienen un sentido fisico

microscdpico bien definido.

II. MODELO

La Figura (1)} describe esquemdticamente una zeolita tipica constituida
por tres subsistemas que interactian:

A- la armazdn rigida del aluminosilicato.

B- las molécuias adsorbidas. o

C~ los catlones lntercamblables.

El hamiltoniano de la zeolita puede escrlbirse en la forma:

HZ = HA + HB + HC + HAB + HAC +.HBc - _ . ( 1)

donde cada uno de 1os hamiltonianos representa lo siguientes.

Hy o la energia de la armazén (energia de enlace y oscilaciones de la red).

H la energia cindtica y potencial de 1nteracc16n entre las moléculas

BJ
adsorbidas, asi como su energia de 1ntera0016n ¢on los &tomos de la armazén

Y los cationes, fijos en sus posiciones de equlllorlo.

Hc,

como su energia de interaccibén con los stomos de la armazdn fijos en sus

la energia c;nétlca y potencial de interaccién de los cationes, asi

posiciones de equilibrio.

Hapr la energia de interaccibp de las moléculas y las oscilaciones de la
armazdn cristalina.
Haor la energia de'interaccién de los cationes y las oscilaciones de la

armazdn cristalina.

BC' la energié'ae'intefarcién de las moléculas adsorbidas con los

cationes debida al movimiento de estos ultlmos.

Como la armazdn crlstallna es muy rigida y. La movilidad de los cationes
muy baja, al estudiar la adsorcidn en equlllbrlo {y no su cinética) pueden
con51derarse los Atomos de la armazén ¥ los cationes inméviles en sus '
p051c1ones de equlllbrlo. Esto permlte ignorar los téxrminos HAB Y Hpo ¥

tomar en cuenta solamente el hamiltonlano H de las moléculas adsorbidas.

Para describir los estados de'moiééulaé'mohoatdmicas u homopolares
adsorbldas en las cavidades zeoliticas se propone el siguiente modelo de

gas reticular gque representa-deﬁmodo simple la interaccidn 'de las moléculas
con la armazdén y los cationes: S
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1 T .. o

AL . ~ : ~ ~
+ ~

Hy, = -(esw) } bl b, -t £ bt b, - bt b, bt
Bi asq ia Tia 7 g, Tia ip 2 g 1o i ig
donde "i" indica las N cavidades idé&nticas, cada una de las cuales posee

N, sitios idénticos de adsorcién "a", en los cuales la energia -t de la
molécula es minima, El segundo término representa la energia del movimiento

de las moléculas de un sitio a otro y el tercero, la de interaccién entre

moléculas adsorbidas en una misma cavidad Los Operaderes de Pauli b+a’ b. ia

descrlben la adsorc16n (] desorc16n de moléculas en el 51t10 “q“ de la
cavidad "i" y uw(p, T). es el potencial quimlco de la fase 1iqulda '© gaseosa
externa en equilibrio con las moléculas adsorbldas dentro de la zeollta.

ITI11. DIAGONALIZACION DEL HAMILTONIANO

El modelo (2) puede ser resuelto exactamente expresando los operadores
de Pauli en t&rminos de los operadores de espin 1/2 (161,

a o ol - o Y Sy I : .
ia = Siax * Siay’ Pia = Siax - 155 ay’ biqbia =7 " Siaz ' 3]

-~

" ~

e introduciendo los operadores 3i vaiz'delﬂmomentum‘angular total vy su

componente z:

(o}

o

4)

1

Uid>
[}

[ 2 I~
>

5= 1

en términos de los cuales HBi adopta la forma siguiente:

U 'lNd:-.2)} +-{ £ # -+ _g (No""1)} Jiz +

Bi 2

o)z 2 |
+{t-~—}Jiz~tJ S (5)

y sus autovalores resultan:

N
Q

Ejm = - 3 {s'+ B -t o+ g (NO —'2)} + {E + 1+ —g— (No - 1)} m +

No "Nd: o L o
donde m =f"- e '-“'2—"‘ Y 3 = lm|l lmi *.'_1:--?:,. 3 -

m4c

.}'mz-tj(j+1) - (8) .

-

Estos autovalores representan las energias de los estados posibles del
conjunto de moléculas adsorbidas en una cavidad con51derando de modo
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simple <l pubelli-lal 0 Ry Z=t=s= 7 7 7/ 7

moléculas y la interaccidn entre ‘las mismas. - -

N
§i n = m§9— - m representa el niimero de molé&culas adsorbidas en la

cavidad en el estado m, en términos de j y n los autovalores son:

Ejn - - (E %_H)”n - fif n(n -'1) ~.t,{1(j + 1} = (n = wej_) - }
N N
"o

con j = l 5~ nl,..., 4~%— yn =0, 1,000 No.

si U » 0 (atraccidn molecular), la energia del sistema disminuye
mondtonamente al aumentar el ntimero de moléculas en 1a cavidad. En cambio,
el té&rmino proporc1onal a2t no tiene un gigno definido 'y origina un
desdoblamiento de los nlveles, cuya energia:no depende solamente del
niimerc de moléculas en la cav1dad partiendo de sitios de adsoxrcidn
idénticos se obtienen miiltiples niveles de adsorc16n en cada cav1dad como

consecuencia del movimiento y la 1nteracc16n molecularﬁ
para cada valor de n coryesponden

N ! N ! -
o = ' o formas de colocar n moléculas

n! (NO .ﬂ.n)! [NO ] 1 [NO +m] | ‘ . :
2 ) 2 --

indistinguibles en N sitlos idénticos,. con no mas de una molécula por

N ,
sitio. Como para cada valor de m hay - 3_ im| + 1 valores posibles de 1},
resulta que, para cada par j, m corresponden D(m) estados, donde
' N ! :
o B

(N ) N
[ g |m|] 1 { g ¢ |m] + 1]1

IV. 1SOTERMAS DE ADSORCION. COMPARACION CON LOS DATOS EXPERIMENTALES.

‘Con ayuda de los autovalores (6) la funcidn de particidén gran candnica

By se expresa por:

_ : e -BE. : .

gy = @ 8=} e M™pm: B = ( 8)
: m=N_/2 J=|m| :
o
y el recubrimiento _“ 8 =<£T E. > resulta
i 10

. PR N_ /2 N /2
o -1 2 ing=i - Mmoo

N, B Nof  me=N_/2 3=|m]

Para la adsorcién desde la fase gaseosa, utilizando la expresidén de u
para el gas ideal: S ' '
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kT 1n —F
P_(T) _
y definiendo
N | o (10)
) : Ble + —2—_ v : ' : 1
P4 (T) = p (T} e [ -2 ] -
obtenemos la isoterma de adsorcién:
No/2  g(p o U2 coym . No/2 .
Ioe 2 [T pm ] SPHIG )
o meNg/2 Y j=|m|
Q
8 = % + N - - :
o NS/2 l u., 2 ( " ym No/z e
) Bt - =5 in” pg | btm § LRI+ 1)
me-N_/2 | R C3=Im|

En el caso trivial t = 0, O ﬁﬁD,-ge-obtiene la conocida isoterma de

Langmuir:

" En [17] se ha reportado una investigacién detallada de las isotermas de
adsorcidn de N2 en mallas mdledu;ares NaAFAU'eﬁ un amplio intervalo de

temperaturas y presiones. :
7 -
Am-

' 1 .
M J max - 0:1503 g7 se deriva el

De la masa de édsorciénl;mite.[

=I]

valor Ny 10 y de 1a-condici6n,e(p1i = 1/2 se ob*iene p1(T) El ajuste

por minimos cuadrados de los datos experimentales a las isotermas te&ricas
(11) conduce a los valores t = 9.6 kJ/mole (0.10 eV) y U = 12.5 kJ/mole
(0.13 eV). Puesto que U > 0, la interaccibn entre mol&culas es atractiva y
su efecto siempre seré disminuir la energia del sistema al aumentar el
nimero de moléculas en la cavidad. La compara016n grifica se muestra en la

Figura (2).

V. CONCLUSIONES

El modelo propuesto toma en cuenta las peculiaridades mis importantes
de la adsorcidn en zeolitas: cuaSiindependéncia de las cavidades, existen-
cia de sitibé preferenciales de adsorcidn, movimiento de las moléculas
adsorbidas e interaccién.entre las mismas. Su solucidn exacta permite
conocer los posibles estados de las moléculas en una cavidad y calcular
nuevas isotermas de adsorcidn gque ajustan correctamente la data

experlmental.




% .
El modelo contiene algunas simplificaciones importantes entre las que se

destaca que la energia de interaccibn y la probabilidad de salto no
dependen de los sitios, 10 cual puede resultar poco realista en el caso

N >> 1.
O

La posible ocurrencia de comportamientos andmalos {escalones de
adsorcidn y lazos de histéresis) en el marco de este modelo, asi como la
influencia de la interaccibn y transiciones entre cavidades se discutiran
en otro trabajo.

]
_.
L)
canal -
L .
, : e Fase /téwa/a
Irmazon ®
o 9838083
o .
evderna .
o
o
cavidad *
‘ @
asfion
e

Figura 1. Representacifn esquemética de una zeolita.
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