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MOVILIDADES ELECTRONICAS LIMITADAS

POR MECANISMOS DE DISPERSION FONONICA
EN SISTEMAS SEMICONDUCTORES DE BAJA
DIMENSIONALIDAD

H. Lefn, J. Tutor, F. Comas y C. Trallero, Departamento de Fisica Tebrica,
Universidad de La Habana

RESUMEN

En el presente trabajo se muestra un eétudio-sistematizado de las movili-
dades electrdnicas, limitadas por diferentes mecanismos de dispersibn
fonbnica, en heterocestructuras semiconductoras de baja dimensionalidad.

' La interaccifn electrén-fonén se considera para la rama acfistica a través
del potencial de deformacibén (DP) y del acoplamiento piezoel&ctrico (PZ);
ast como'paré la rama Sptica polar (OP) y no polar (ONP) . La movilidad
6hmica y la movilidad Hall son calculadas en el limite culntico dimen-
sional {(cuando que se supone que sdlo existe una subbanda) y conside-
rando el caso de no degeneracidn del gas electrfnico. El apantallamientoc
de la interaccibn no es tenido en cuenta. Se discute el caso particular

de sistemas hechos de hetercjunturas de GaAs/AlGaAs y se llega a la
conclusidn que a bajas temperaturas el mecanismo DP es dominante, aungue
el PZ aporta una contribucién finita, cuando otros mecanisnios (en especial
la dispersifn por impurezas}) pueden ser obviadas.

ABSTRACT : _
This work is devoted to a systematic investigation of phonon~limited
electron mobilities in low-dimensional semiconductor heterostructures.
Electron-phonon interaction is considered for acustic branche, via
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deformation potential (DP) and piezoelectric (PZ} couplings; as well
as for polar optical (OP) and non-polar optical (ONP) branches. Ohmic
and Hall mcbilities are calculated in the size quantum limit {SQL) for
low carrier concentration, assuming non-degenerate statistic and
neglecting screening effect. The special case of GaAs/AlGaAs
heterostructures is discussed, and the conclusion is drawn that DP
mechanism dominates, althought the PZ one gives a finite contribution,
at low temperatures when other mechanisms (specially ion impurity
scattering) can be neglected.

i. INTRODUCC11ON

El estudio de los fendmenos de transporte en heteroestructuras semi-
conductoras cuasiunidimensionales (QlD) y cuasibidimensionales (Q2D)
atrae la atencidn de numerosas investigaciones debido a las novedosas
caracteristicas que estos revelan en tales sistemas. En particular, la
posibilidad de construir dispositivos semiconductores de alta velocidad
se ha acerCado-a la realidad luego de obtenerse experimentalmente movi-
lidades electrénicas muy altas (25x10°cm®/V-s) en sistemas formados con
GaAs/AlGaAs, lo cual se ha logrado gracias al usc de dopado modulado,
la inclusidén de capas espaciadoras y el alto grado de limpieza en los
nrocesos de crecimiento /1-4/. Todo esto redunda en la supresibn del
mecanismo de dispersifn por impurezas, cargadas o no, y es por ello quéi
la interaccidn electrdn-fondn queda como la més relevante (aungue no es
la finica), sobre todo a partir de temperaturas ligeramente superiores
a varios Kelvin. El transporte paraleloc a las heterojunturas se ha
tratado ampliamente (pero no lo suficiente) sobre la base de la teoria
cuasiclésica fundamentada en la ecuacidn cinética de Boltzmann (BTE:
Boltzmann Transport equation). En,particular} la solucidn de esta en la
aproximacidén del tiempo de relajacidn (RT: relaxation timé) ha‘pe:mitido
calcular las movilidades para campos débiles eh numerosos trabajos, como
los citados en /5/. Este (ltimo articulo estd dedicado a un estudio
sistematizado de los RT de electrones dispersados por fonones aclisticos,
a través del acoplamiento por potencial de deformacién (DP) o piezo-
eléctrico (PZ), asi como por fonones 8pticos, no polares (ONP) o polares
(OP), en sistemas Q1D y Q2D del tipo de alambres cudnticos y poros cudnticos
respectivamente. En el marco del modelo usado en /5/, que serd esbozado
en el epigrafe 2, han sido calculadas movilidades {entié&ndase movilidad
Shmica 1 menos que se aclare otra cosa) tanto en el caso Q1D /6,7/ como
en el Q2D /8-12/. Sin embargo, el cuadro no estuvo completo hasta que
recientemente el papel del acoplamiento PZ fue establecido /13/ utili-
zando ese mismo modelo.

El presenmte trabajo constituye una continuacidn inmediata de nuestro

articulo anterior /5/ y tiene como principal objetivo hacer un resumen
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sistematizado de las movilidades limitadas por 1o} mecanismos de disper-
sién antes mencionados (DP, PZ, ONP y OP), que permita est?blecér‘analo-
gias y sacar conclusiones de utilidad para los experimentos. Nos limi-
tamos a considerar el gés electrdnico no degenerado y despreciamos el
apantallamiento de las interacciones; asimismo calculamos en el 1lfmite
cudntiéo. dimensional (SQL: size guantum limit). En el epigrafe 2
esbozamos los c8lculos y presentamos las expresiones obtenidas. La
discusién de los resultados y las conclusiones aparecen en el epigrafe 3.

2. MOVILIDADES EN APROXIMACION SQL

Recordemos brevemente el modelo utilizade en /5/ para calcular los RT
de electrones dispersados por los distintos tipos de fonones estudiados.
El confinamiento electrénico se modela por potenciales rectangulares
infinitos y se. consideran subbandas parabflicas e isbtropas. Los corres-—
pondientes hamiltonianos de interaccidn electrdn-fondn son exactamente.
los del caso volumé&trico (35}, deducidos en la aproximacidn de onda larga,
no dispersiva, para los fonones y aceptando que la interaccibdn es isb-
tropa. El factor de forma que aparece en los elementos matriciales es
calculado en la aproximacién_dé_conservacién del momento (MCA: momentum-
conservation. approximation), cuya validez se discute en ese trabajo. La
rapidez de transicién entre dos estados cualesquiera se calcula de acuerdo
von la reégla de oro de Fermi, Por @ltimo los correspondientes RT se hallan
en una aprowimacién eldstica, muy buena para los fonones aclsticos, perc no
asi para los 6pticos Efectivamente, la energfa de un fondn §ptico hw, no
es despreciable en comparacidn con-la energia del electrfn dispersado;
por lo tanto tal aproximaci®dn sélo es aceptable a muy baijas {K T<<hw ) ‘
may altas (K T>>hw ) temperaturas /14/. No obstante, en todos los articuw
los citados dlcha aprox1mac16n ha sido usada, y asi lo haremos- como un
primer paso gque nos debe indicar cual;tatlvamente la dependencia con la
temperatura. -

~ Bn la aproximacidn SQL, cuyos limites de validez fueron discutidos’
en /5/, se suponie que sblo existe la prlmera subbanda (por tal razdn
en lo su0351vo cbviamos los subindices innecesarios) . Supondremos gque las
concentraciones de portadores son suficientemente pequefias para considerar
el gaS-eleqtfénico'no’degenaradé, incluso a bajas temperaturas, y despre-
¢iar el apantallamiento de la interaccidn electrdn-fondn /14/. Al resolver
la BTE en la-abrbximacién'del RT hemos supuesto que el.cémpo-eléctrico
externo es débkil, por tanto es véllda la ley de Ohm y resulta ficil
obtener para la movilidad: -




R R %

x{ 7 exp |- o~ L, ' ‘ (1)
- . :
kn ) ' )

mientras que para la movilidad Hall:

h o= & z : TZ(E ) o | - ik_:. ® '
"R m) 4 B, Ke' B | K T |

B,

x ZE T(Ek)expu--ﬁ——,f_ } , (2)
. B

ku )

-1 . K

esta dltima sblo para el caso Q2D. La notacifn coincide con la de /5/,
excepto para el RT, qug agqui simbolizamos como 1. Debemos destacar que

en las referencias /6,7/ la expresidn para calcular la movilidad conduce

a resultados ihcorrectos, pues alli se coloca la energia total (E =Ek“+Ekl)

en lugar de la energia asociada al movimiento cuasiclisico paralelo a las
HT (E -
(B,

¥

Con el fin de simplificar las expresiones introducimos las energias

relativas:

oa ob o ' :
= —== = R = =0 = E K. T ; 3
“ =g’ b T RgT kor ¥ ¢ Bk, [ KeT )

donde an(Eob) es la energia b&sica en un pozo rectangular infinito

unidimensional de ancho a(b). También introducimos las movilidades

relativas. _
Ha Uz ' uH . . ’
2. o — , %2, =— 'y Z.,=—1i (4)
1 = ’
H, 2 Ha H-_ Ha

donde el subfndice 1 (2) indica el caso QlD (Q2D}; n, es la movilidad
para el gas no degenerado en el caso 3D (dependiente de la temperatura).
Para cada mecanismo en particular u, y H, se calculan concretando los
correspondientes RT presentados en /5/. Conviene por dltimo introducir

la notacidn siguiente:

< £ > = J £ £ et at, | (5)
9 .
para simbolizar algunas integrales analiticamente intratables, gue

aparecen como resuitado de promediar estadisticamente los RT.

Debe quedar bien claro gue cuandc se con51dera qgue varios mecanismos

act@an 51mu1téneamente el RT resultante es calculado comé sigue:

1 1 1 1 1 '
= = + + + - _ . {6)
a -DP PZ LONP 0P’
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aceptando que los mecanlsmos OP y ONP gon también- ef%stlcos; Este RT
resultante se sustituye en (1) y se halla la mov1lldad comblnada (1lamé- -
mosla asi pues es el resultado de la combinacién de dos o nds mecanismos) .
La regla de Mathlessen usada en /8/ no es una buena aproximacién.

a} MDKHJDM)DP

Para la movilidad limitada por fonones acﬁstlcos a través del acopla-

miento DP tenemos /14/:

- 2 g4 .
eps:h - ‘ .
uDP _ 2421 L - | (7)

3 3 p2 @m®/? (K ) 3/2
ac
donde D, . ©% el poten01a1 de deformacidn acﬁstlco, p .la densidad del

material y Sy, la velocidad de propagacién del modo longltudlnal.

En el caso Q1D obtenemos:

1

PP T apE, | | | (8)

expresidn que difiere de la reporéada en /6, 7/, como era de esperar

segﬁn nuestre ‘comentario que sigue a %X2).

En el caso Q2D obtenemos:

ZSP = % Ny _ ‘ : L . (9)
‘expresidn que coincidé con la reportada en /10/. Facilmente se comprﬁeba
_DP DP S S R

gue ZH =Z, . _ _ :

b} MOVILIDAD PZ

Para la movilidad 11m1tada por fonones acfsticos a través del acoplaw
miento PZ tenemos /14/: ‘

Pz _ 16/371 PO - | |
o= =L — - : o (10)

3 Tem®/? (x,T) |
donde como fesultado'de un promedio espacial /5, 14/, iptroduCimos-
2 2 -2

- 64 1% y? ¢ [ 2 2} _ o
= 1/82 + 2/s : : . . : {11)
r 5 o L /Sq _ | .

y asi tenemos una variante isdtropa de esta interaccibn, siendo y el
m8dulo piezoeléctrico, € la permitividad estdtica y Sq la velocidad de

propagacidn del modo longitudinal.

/

En el caso QlD obtenemos: , £

P2 = 3n(ee) T < F]T > a2
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donde . ‘ 4

F o= 1 2 ., .2

N 4 o
1 T Toverr T oat * B+E: T (13)

lexpresién gue dlflere de la reportada en /7/ por las razones ya expuesta#
a propbsito de (1).

Enfei-caso an obtenamos : :

JﬂZg < &F P . : . R .!14) |
.donde- .:- L | ' '
e, S, | o
F, = 3} 2/ 3 . . as)

mlentras que la movxlldad Hall relatava es::

<€F2

232 = % /iTa : - T(1e).

<¢-;}E‘2
c) M@VILHWHJONP

Para la movilidad l;mltada por fonones 6pt1cos no polares convmene
tomar, por. razones de senclllez, la expre516n aSLntétlca de i para altas
temperaturas /4/ " e '

LONP_ 2/ e p s’ h*

3 3 E2 .ms/;(K T)s/z

{1
ao '

donde E,  es el potencial de deformacibn éptico y s * = s£2 + 25;2 para
 un cristal de simetria ctbica con dos &tomos por celda elementdl” (este e

detalle debe ser corregxdo en nuestro trabajo anterior /5/).

En el caso Q1D .obtenemos

donde (1ntroduc1endo la dlstrxbucién de Bose-Einstein N,): '(j'
. ' : £-3/2 _ _ S
TN, (E+R) + (N +1) (E-R) 7 € (E- -R)
En el caso Q2D obtenembs:
2N < 1 A7e RG> s @y
donde:
G, = N +(N_+1)O(5-R) . o o (21)

siendo O(£-R) = 1 {=0) si £>R(g<R) La movilidad Hall relativa es:

-2
ONP 1 "7—11 S R -1 G7° >
. H < G-;l.:>

(22)
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d) MOVILIDAD OF : _ b

Para la movilidad limitada por fonones &pticos polares conviene tomar,
otra vez por razones de sencillez, la expresidn asintética de p, para
altas temperaturas /5/:

OoP * .

8 h2 ¢
u.. == m ’ ) (23)
3 . 3 - : e ma/z(KBT)lfz N

donde 1/e* = %7-- , Siendo eo(e&) la permitividad est&tica (de alta
: oo

omlH

frecuencia).

En el caso Q1D obtenemos:

2°F = 67 (wg) % R™'< £ KT >, | : | (24)
donde

K= N_(6+R) LY + ) R TELT 0 (6R) (25

" | B * R . ;
4 1 nm _ _ _
e 3 (14n) (1Hm) — : , | (26)
n,m=0 . (BnmiR) + 4 EBnm'
B = [1+(-1)"] o+ [1+(-1™B . | (27)

En el caso Q2D obtenemos:

2% = 3 AT R < g0 > L | o - (28)
donde: '
Q= N[1-B*] + (Ng+1) [5-B7) , . (29)

y a su vez:

.

4oz*R . ' - {30)

B = .
{16 62+ 16 aE * 84d R+ R?]
La movilidad Hall relativa es:
: -2
-l < 52 02 >
29F = 3 /774 R ‘ (31)

<g Q>

@) MOVILIDAD CCMBINADA DP ¥ PZ |

Es un hecho bien condcido Que'a bajas temperaturas (T < 100 X) la
mevilidad estd limitada fundamentalmente por los fonones acfisticos, '
"y se puede despreciar la dispersidn por fonones 6pticos /1/. Por otro
lado 3 estas temperaturas es gue se logran los valores mis altos de
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movilidad /1-14/. Es por estas razones que tiene sentidb investigar: la

movilidad limitada por los acoplamientos DP y PZ simult&neamente. En

el caso Q1D se obtiene:

/ DP PZ
Hy, = 3‘2/—51 (08) "2 U, Ky X
T g ot dE ' | (32)
x ; _
F UDP + '_%_ /3 UPZ . . .
0 1 3
mientras que en el Q2D:
; 57 [ -£ ' _
o= 2w o R 2. & . (337
2 4 ‘ 3 3 DP 3 PZ
5 F2 U + 3 My, £ :

*
donde todos los pardmetros han gido definidos anteriormente.

3. DISCUSION DE LOS RESULTADOS Y CONCLUSIONES

Con el propbsito de ilustrar los resultados obtenidos haremos los
gréaficos correspondientes a las movilidades limitadas por fonones acﬁs-

ticos, a través de los acoplamientos DP y PZ.

En la Figura 1 se muestran las movilidades relativas linitadas por el
mecanismo DP. Aparecen ZDP para o=f {(linea continua fina) y Z2 (Linea
continua gruesa) en funcidn de o -t {(en el intervalo donde es aceptable
la aprox1mac16n SQL, segﬁn se dlscut16 en /S/) En la Figura 2 todo es
gimilar a la Figura 1, pero para el mecanlsmo pZ; aparece ademds la .- °
movilidad Hall relativa Z * (1fnea discontinua). Una discusién bien
detallada de estos resultados se encuentra en /13/, por lo que no lo
repetiremos. Destaquemos solamente cuatro aspectos: la movilidad crece
con el ancho del pozo {note que o~ a ) siempre que este ﬁltlmo se
mantenga en el rango de validez de la aproximacién SQL (o™ '<3) 1la movi~-
lidad en el caso Q1D es mayor gue en el caso Q2D sblo a partir de cierto
valoxr de aﬂl, o sea de ancho del pozo, y alcanza a ser entre 3 y 3,5
veces mayor; para el mecanismo PZ el factor Hall pH /uiz llega a ser igual |
a 1,38; y, por dltimo, las expresiones asintdticas para el mecanismo PZ
dan buenos resultados para pequenos valores de a 1(& £0,08).

i' La dependenCLa con la temperatura conviene,analizarla en las gréficas' "
de mov111dad absoluta. Para el GaAs hemos tomado los mlsmos valores de

los parfmetros que en’ /13/. Tomando a = b = 100 A° obtenemos que, por
'ejemplo, ufz>ufz cuando Tz192 K, ¥y uEZ>uEZ cuando Tz212 K. De acuerdo con
(8), (12) y {(32) las dependencias con la temperatura de uDP (linea fiha
continua) u?z (linea dlscontlnua) Y My (linea gruesa) se muestran en,

la Figura 3 para a = b = 100 ‘A°. La mov1lldad PZ aumenta con la tempe—
ratura en contraste con el resultado de’ /7/ La mov111dad DP decrece

con la temperatura, al igual que en /6, 7/, pero ahora como T %. Las
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diferencias con estos trabajos citados se explican foor nuestro comentario
que sigue (2). La movilidad combinada estf limitada principalmente por

el mecanismo DP, aunque el PZ aporta una contr1buc1on finitd. De acuerdo
con (9), {14) y (33) las dependenC1as con la temperatura de uDP (linea
fina continua), uPZ (linea discontinua) yyu, (linea gruesa contlnua) se
muestra en la Figéra 4 para a = 100 A°. La movilidad PZ decrece con la
temperatura en concordancia-con los resultados de /11/. La movilidad DP
decrece con la temperatura como T_l, exactamente igual gue en /10/. En
este caso también el mecanismo DP es el principal gque limita la movilidad
combinada, aungue el PZ aporta una contribucidn finita. Una discusifn mis

detallada de estos resultados se puede encontrar en /13/.

En relacidn con las movilidades 6pticas sélo.queremos dar una idea de
1o que significan temperaturas muy bajas y muy altas. Para el GaAs
fiu = 35,3 meV de modo que v /kg % 410 K. Asi, temperaturas muy bajas
significan T < 40 K; mientras que muy altas T > 4000 K (obviamente estas

filtimas carecen de sentido prédctico..

Finalmente quisiéramos hacer algunas obsérvaciones de caricter general.
Para bajas concentraciones de ﬁortadores, ios altos valores de la movi-
lidad obtenidos a bajas temperaturas se deben prihcipalmente a la supre-
sifn, en buena medida, de varios mecanismos de dispersidn (especialmente
el de impurezas).aLa distincidn entre la movilidad Hall y la OShmica es

necesaria para cdlculos exactos, pero no altera en lo absoluto el orden
de magnitud. Para bajas teﬁperaturas la movilidad estd limitada funda-
mentalmente por el mecanismo DP (una conclusién hecha también en /10/)s
sin embargo, el aporte del mecanismo P2 nQ-deEe ser despreciado si se
requieren cilculos més rigurosos. Para otros materiales con efectos
piezoeléctricos mis fuertes (como el CdTe) se debe esperar una situacibn’
inversa. En este artficulo hemos desarrollado un estudio sistemftico de -
las movilidades en heteroestructuras semiconductoras de baja dimensiona-
lidad, tanto Q1D como Q2D. Asimismo hemos presentado expresiones asintd-
ticas para bajas temperaturas. Todas ellas pueden ser usadas para otros
materiales. El estudio de la-dispe;siéh pbr fonones 6pticos, debe ser
todavia mis detallado y seri abordado en proximos trabajos. '
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Figura 1. Movilidades aclisticas relativas para

acoplamiento DP
en casos Q1D (curva fina)

Y Q2D (curva gruesa),
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ANALISIS CUANTITATIVO DEL SISTEMA DE CONTROL
DE LA FRECUENCIA CARDIACA

Carlos A. S&nchez Catasfis y Anastasio A. Cabrera Santos, Instituto
de Cardiologia y Cirugia Cardiovascular.,

RESUMEN

Se presenta un m&todo numérico para estimar la funcién caracterfstica del
sistema de control de la frecuencia cardiaca en humanos. Cada sujeto bajo
estudio fue sometido a una secuencia seudbaleatoria de cargas fisicas

y estados de reposo durante 19 minutos (sefial de entrada) Y simulténeamente
se midi¥ el cambio de la frecusyc1a cardfaca en intervalos de 5 segundos
(sefial de sallda) La estimacidn se realiz® a partir de la autocorrelacidn
de la sefial de entrada y la correlacién cruzada entre la sefial de entrada
Yy la sefial de salida. La funcidn estimada se trasladé al dominio de la )
frecuen01a Yy se representé en un diagrama logarftmico. El método se aplicé
en 10 sujetos normales de ambos sexos y en cuatro pacientes: dos con
coraz6én trasplantado y dos portadores de marcapasos con autorregulacién.
La metodologia desarrollada es valida en sujetos normales Y sus resultados
en los pacientes estudiados sugieren su empleo para segulr evolutivamente
el restablecimiento de la funcién reguladora de la frecuenc1a cardiaca en

sujetos con corazdén trasplantado ¥ en el control de galidad de marcapasos
con autorreqgulacidn.



ABSTRACT : E o A

A mathematical procedure for estlmatlng the characteristic functlon of the
heart rate control system in humans is presented. Every individukl studied
was submltted to pseudorandom sequence of work loads an& rest perlods
during 19 min (input signal) and simultaneously the change in heart rate
was measured at 5 second intervals (output signal). The estimation was
carried out from the autccorrelation function of the input signal and the
' cross-correlation function between the input and output signals. The '
estimated function was transferred to the freguency domain and represented
in a logarithmic dlagram. The method was applied on 10 normal subjects of
either sex and in 4 patlents (2 with transplanted hearts and 2 carriers of
rate modulated pacemarkers})}. The methodology developed is wvalid in normal
subjects and the results, in studied patients, suggest its use to follow
the recovery of the heart rate regulating function in subjects with
transplanted hearts and for the quality control of rate modulated

pacemarkers.

INTRODUCCII 0 N
En el pasado los principios de ia teorfa de control, aplicados al estu-

dio de fenémenos biolSgicos, sblo se utilizaban cualitativamente. En ios
Gltimos afios se han desarrollado métodos cuantitativos para explorar

diferentes mecanlsmos de control (1-4).

El presente trabajo descrlbe un método numérlco que permite estimar la
funcidén caracteristica. del sistema’de control de 13 frecuencia cardiaca
en humanos (SCFC) ¥y evaluar su comportamlento en el dominio de la frecuen-
cia. Se basa en las técnicas de correlacidén estadistica (5) ¥y emplea como
funcidn exc1tadora una sefial seudoaleatoria (6}. Se presentan los resulta-
dos en sujetos normales y algunas de sus posibles aplicaciones clinicas.

FUNDAMENTACION TEORICA ' : S
Sea f(t) la funcidn excitadora o© ‘sefial de entrada y g(t) la sefial de

salida. Si el sistema es lineal e invariante en el tiempo, entonces:
o

gtt) = j h(tr) £(t-t) 4t L1]

. _ 0
donde h(t) es la funcidn caracteristica y contiene informacifn sobre las

propiedades dinsmicas del sistema de control (5).

D1v1d1endo el tlempo de observaC16n en r+ intervalos At, se obtiene una

axpresidn aprox1mada de la- Ec. 1 de la forma:

R

g(t) » Y} hnf(t-nAt) - r21
. n=0 ‘ .

siendo hn = h(nAt)At para n=0,1,...,¥.
4
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dio de fenbmgnos biolégicos, sblo se utilizaban cualitatlvamente. En los
Gltimos afios se han desarrollado métodos cuantitativos para explorar

diferentes mecanismos de control (1 4)

El presente trabajo descrlbe un fétodo numérico que permite estimar la
funcién caracteristica del sistema de control de 132 frecuencia cardiaca
en humanos (SCFC) y evaluar su comportamlento en el dominio de la frecuent
cia. Se basa en las técnicas de correlacién estadistica (5) y emplea como
funcién excitadora una sefial seudoaleatoria (6). Se presentan los resulta~
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FUNDAMENTACION TEORICA ‘ : .
Sea flt) la func16n excitadora o sefial de entrada y glt) ;a sefial de
salida. Sl el sistema es lineal e- invariante en el tiempo, entonces:

a

#

-j h{t) £(t-1) dt : : £13
e 0 C
donde h(t) es la funcidn caracteristica y contiene informacién sobre las

g{t)

propledades dinimicas del sistema de control (5).

D1v1d1endo el tiempo de- observac16n en r+1 intervalos At, e obtiene una

axpresifdn aproxlmada de la Ec. 1 de la forma:

glt) - E hnf{t-nAt) S I21
n=0 .

siendo hn = hi{nAt}dt para n=0,1,:0esF¢
4



_ % _
g1 efecto de £(t) en t=1 sobre sus valores subsiguientes, se representa -

estadisticamente por medio de la funcién de autocorrelacién, Rff'(t):
. : v _ |
Ree (1) = 1lim 1/27 J £{t) £ (t+1)dt - £33
' T+0 ~T '

De manera similar, el efecto de f(t) en t—T, SObre los valbres subsi-
guientes que tomara g(t), se representapor la func16n de correlacidn

cruzada, ng (Y)

R

T
gg (1) = lim 1/27 j £(t)g(t+1)dt | [41
9 -

T

Sustituyendo la Ec. 2 én la Ec. 4 se.obtiene:

T
ng (1) = lim 1/27 J ) hnf(t)f(t+T—nAt)dt ' [51

T+ ~T n=0

La Ec. 5 se transforma empleando la Ec. 3:
. _ |
ng (1) = { Ree (T)hn  (1-nAt)
s n=0 '
La expresiéh'antérior evaluada para r+l valores de T es un sistema de
r+l ecuaclones lineales con r+l 1ncégn1tas, que en notac16n matricial se
expresa como: ’ '

ng = Reg H.. [6]

ng ~ Matriz columna cuyos elementos son las func1ones de correlacidn
cruzada para r+1 valores de 1

Rff - Matriz cuadrada cuyos elementos son las funciones de autocorrela-
' cidn. para r+1 valores de t

H - Matriz columna formada por los r+1 valores de hn

S5i se multiplica ambos miembros de la Ec. 6 por la matriz inversa de
Ree se obtieng:
-1

H = Rff'ng
Los elementos de la matriz H d1v1d1dos por At son losg valores estimados
de h(t). La respuesta de frecuencia del sistema se expresa a través de la

5



func16n t;ansferencig de frecuencia H(s}, la cual‘es la transformada de

Laplace de h(t) (7): o
T, H(s) &) hit)exp(-st)dt
)]

Medlaﬂte un dlagrama logaritmico (DL) es posible representar la ganancia

v la fase para distintos valores de frecuenc1a (w = =s3):
Ganancia {w) = v (Imz[H(s)] + Rez[H(s)]) (aB), -
Fase'um) = Tan~' (Im [H(s)1 7/ Re UH(s)1) {rad)

MATERIAL Y METODO

Se estudiaron 10 sujetos normales de ambos sexos con edades de 20 a 30
afios. So estudiaron ademis dos pacientes con corazdn trasplantado {GAC
y MPU) v dos portadores de marcapasos autorrequlados {RMR: y CMH) .

A todos los sujetos estudiados se les realizé 1a prueba propuesta por
sato vy cols. (4), la cual consiste en someter al individuo a una secuencia
seudoaleatoria de cargas y fisicas estados de reposo durante 19 min
(sefial de entrada, con s&lo dos valores. enteros: 0 en reposo y 1 durante
el ejercicio), y simult@neamente medir el cambio de la frecuencia cardiaca
(seﬁal de salida). Las cargas fisicas fueron caminatas sobre una estera
rodante con velocidad constante de 4.5 km/h y 10 % de pendiente. La fre—
cuencia cardiaca (FC) se midid mediante monitoreo electrocardiogréflco
constante (25 mm/s) y se definib como el reciproco del promedio de 3
intervalos R-R consecutivos medidos cada 5 s (229 valores) Como FC en
reposo se tomd el valer promedio durante los 4 primeros minutos de la
prueba. - ' o

Se escribid un programa en N88 BASIC para'una computadora personal NEC
9801E que calcula los valores de hi{t) vy H(s), y visualiza ademds en
pantalla el DL correspondiente (2 min de procesamiento por paciente}.

RESULTADOS

- La FC tuvo un comportamlento similar en todcos los sujetos normales,
caracterizado por: elevacidn pronunc;ada ante cada carga fisica y dismi-
nucién en el periodo de reposo siguiente. La Figura 1 muestra la variacién
de la FC durante la prueba en un sujeto normal, junto a la variacién
teérlca calculada a partir de los valores estimados de h(t). No se obser-
varon dlferencias signiflcativas. ' )

La Figura 2 muestra el DL del sujeto anterior. La gananc1a se aprOX1ma
aawntétlcamente al valor Go en la regidén de las bajas frecuencias. A partir
de 0, 03 c/min com;enza a decrecer -uavemente pasando por la frecuenc1a F1,
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para la cual la ganancia es 3 dB menor que su valqﬁ m&ximo, hasta alcanzar

en F2 un minimo o valle. A continuacifn aumenta con un mdximo o pico en F3,

Por otra parte la fase se aproxima a cero en la regién de las bajas frecuen-
clas. Para valores mayores se produce un retardc que aumenta lentamente,

con un mé&ximo para una frecuencia ligeramente superior a F1. A partir de

este valor disminuye hasta un minimo entre F2 yF3. En la regién de las

altas frecuencias no se tuvieron en cuenta los valores de ganancia y fase

debido a la baja relacibn sefial/ruido. En todos los sujetos normales se

observd un DL caracteristico, por lo que se tomd a Go junto'a la terna

(F1,F2,F3) como par&metros din&micos para describir cuantitativamente el

sistema de

dentro del grupo de sujetos normales (Tabla).
-~ Tesr.ie
c 17@ :“:Do ‘;n
el
\E ’ L] ;.5'-.'
w 140 A o e
f' o: - -
L ] ; t ;‘o .: ;
o 11€ A o . a
[ ] | .® o ® e HY .
- ° ‘. . - y n;é é?
E 80 4 . RIEERRA . ' - s - °
s S -
o 1 + '
& 3@ -, e . 1 p—— —— )
a 19

Reposo: — - Carga:®

-_dmin.)

Figura 2. Diagrama logarfitmico

correspondiente al

¥

do en la Figura 1.

38.79, F1 = 0.066,
-0.098 y F3 = 0.193.

Go

control. Todos los par@metros tuvieron muy poca dispersidn

Figura 1. Variacibn experimen-
tal y tebrica de la
frecuencia cardiaca
de un sujeto normal.

sujeto normal mostra-:

" GANANCIA ¢ 4B )

b N W
& & a 8

pe
)

ganancia *
fase +

( 1.8
’ r 2’ "?» i 9 g
K . o
- @ o~
.“’“" i T PN '.""_ - " 7 ‘
. . ¥ .
S T T
L w
; T T T T - ~-1.8
 o.01 0.1 0.6

 Frecuencia (c/min>




- R P
Tabla. Grupo normal. Pardmetros-dindmicos.

F1(c/min)

Sujeto edad Sexo Go (dB) F2(c/min) F3(¢/min)
CCM 20 M 34.28 0.073 0.132 0.200
JFQ 25 M 37.89 0.067 0.114 0.195
JPS 20 M 37.27 0.067 0.125 0.204
MBC 30 M 39.27 0.060 0.126 0.189
CSC 29 M 33.62 0.065 0.135 0.217
TI0T 28 F 36.16 0.055 0.108 0.185
VAA 27 F 36.98 0.068 0.129 0.202
VPR 27 F 37.72 0.073 0.122 0.213
JFF 20 F 35.86 0.078 0.135 0,217
GPR 25 F 38.79 0.066 0.098 - 0.193
Media 25.1 36.68 0.067 0.122 0.200
Dt 3.6 3.2 0.007 0.012 0.010

En el paciente GAC la variacidn de la FC fue similar a la observada en

un sujeto normal (Figura 3 a), con la diferencia de tener una FC de reposo

mayor. El DL fue de parimetros normales (Figura 3 b). El sujeto MPU tuvo

una respuesta retardada con aumento de la FC durante toda la prueba, sélo

interrumpido en los perfodos de reposo més prolongados (Figura 4). El DL

mostrd una gran fluctuacidn a partir de F1 por lo que F2 y F3 no pudieron

ser identificadas.
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En el paciente RMR la respuesta de la FC fue anfloga a la de un sujeto
normal aunque con cambios menos pronunciados (Figura 5 a). El DL fue
adgmés parecido al de un sujeto normal, pero con todos los parimetros
disminuidos (Figura 5 b). En el sujeto CMH se observS una respuesta total-
mente andmala de la FC, caracteristica de un sistema no controlado
(Figura 6); En el DL no fue posible identificar ninguno de los pardmetros.
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DISCUSION Y CONCLUSIONBS

En el SCFC la sefial de salida no tiene efecto sobre la accién del control
(sistema de lazo abierto), por tantO'para cada valor de la sefial de entrada
hay una respuesta fija, cuya exactitud depende de la callbrac16n del
sistema determinada por la fun016n caracterfstica h(t}.

h(t) expresa cuantitativamente la accién global de tres mecanismos {8):
i) control reflejo por el sistema nerviocso autdnomo, 11) regulacidn
a través de sustancias circulantes en la sangre, y iii) cambios hemodina-
micos que modifican la longitud de las fibras marcapasc del mioéardio; si
bien en sujetos normales el control autonémico tiene un rol predominante.
El anilisis de h(t) en el dominio de la frecuencia permite separar sus dos
componentes primarios, la ganancia y la fase del sistema. La prlméré”
representa la amplitud de la respuesta ante situaciones que modlflcan la
FC, mientras que la segunda mlde la rapidez de esa respuesta.

Para cambios relativamente lentos de la actividad fisica (reglén de las
baias frecuen01as), Go seftala la ganancia de trabajo del sistema; F1 indica
una frecuencia limite a partir de la cual se produce un descenso de la.
ganancia y un retardo significativos y F2 un valor critico que se '
corresponde con un cambio brusco de la act1v1dad figsica. Para cambios mis
ripidos afln, el comportamiento de la ganancia y la fase sugieren una recupe-
racitn del sistema, sefialada en términog de frecuencia por F3. Asi, Fl y ¥2
y F3 marcan ias fronteras de tres regiones con diferentes reépuestas del
SCFC. |

La alta correlaciﬁn obtenlda entre loc valores de 'la FC observados y
zalculados a partir de h(t); demuestra la validez del mé&todo (p < 0. 01). Los
pardmetros. empleados para describir el sistema tuvieron pequefias desv1ac1ones
tipicas, lo cual habla en favor de su precisxﬁn.

En los pacientes con corazdn trasplantado esti ausente el primero de los
mecanismos de control. Log resultados en el paciente GAC mostraron un SCFC
con caracterfsticas dindmicas muy similares a las observadas en el grupo
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ﬂnormal. Tal comportaﬁiento s6lo puede explicarse a%umiendo que tuve lugar

;cierto grado de reinervacién autonémica. Por el contrario, el paciente MPU
tuvo una conducta tiplca de un sujeto transplantado (9). En este caso el

. DL tuvo una gran fluctuacidh en la regidén (F2-F3) motivada quiz&s porgue
la hipbtesis de linealidad, supuesta por el método, no se cumple en este

- paciente.

Por otra parte, en los sujetos portadores de marcapasos ahtorregulados
ha sido sustituido el tercero de los mecanismos por un dispositivo artifi-
cial, el cual opéra como un sistema de control. Estos detectan las
situaciones fisiol&gicas cambiantes y ajustan la FC del paciente a través
de impﬁlsos de estimulacidén (10). La eficacia de tal dispositivo estd dada
por la FC entregada en relacidén con la demanda hemodindmica presente y por
la rapidez de su cambio, cuando varfa 1la situacién fisiolbyica. Estas
caracteristicas hacen que su funcionamiento pueda ser evaluado por el
método propuesto.

En el pac1ente RMR, a pesar de tener en su forma un parecido al obser-
'vado en pacientes normales, todos los parédmetros fueron menores. Estas
diferencias reflejan una respuesta menos intensa y de menor rapidez que
la correspondiente a personas totalmente sanas. M&s eritica afin es la
situacién del sujeto CMH, en el cual se observa un completo descontrol
producido por un mal funcionamiento del marcapaso.

La metodologfa desarrollada es valida en sujetos normales en el rango de
linealidad del SCFC Y sus resultados en los pacientes estudiados sugieren
su empleo para seguir evolutivamente el restablecimiento de la funcibn
reguladora de la FC en sujetos con corazén transplantado, y el control de
calidad de marcapasos con autorregulacibén. Tiene ademés la ventaja de ser
una prueba cuantitativa e incruenta.
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SOLUCION FUNDAMENTAL Y FUNCION DE GREEN _
PARA LA ECUACION DE LAS OSCILACIONES PEQUENAS
EN UN FLUIDO VISCOSO COMPRESIBLE

José Marin Antufia, Oscar Sotolongo Costa, Departamento de Fisica Tebrica,
Unlver51dad de La Habana.

RESUMEN |
Se obtienen expresiones para la solucién fundamental de la ecuacifn de las
oscilaciones pequefias en un fluido viscoso y compresible y se comprueba su
reduccidn a la solucién fundamental conocida para la ecuacidn de D'Alembert
en el caso de ausencia de v13c051dad Se obtlene, ademds, la expresién de
la funcidn de Green para el problema de las oscilaciones radiales de la
presidn dinfmica en una esfera con condicidn de frontera homogé&nea y

la soluciln del problema general de las oscilaciones radiales en la esfera
en té€rminos de integrales de las condiciones iniciales ¥ la inhomogeneidad
de la ecuacidn y la funcidn de Green obtenida.

ABSTRACT |
The authors obtain expresions for the fundamental solution of the equation
of small oscillations in a viscose and comprehesible fluid and proof his
reduction to the wellknown fundamental solution for the D'Alembert's
equation in the case of absence of viscosity. They obtain too the expresion
of the Green's function for the problem of -the radial oscillations. of the
dynamical pressure in a sfere with homogeneous boundary condition and

the solution of the general problem of the radial oscillations in the
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sfere in kterms of integrals of the initial conditions and the inhomogenity
of the equation and the obtained Green's function.

I NTRODUCCI 0 N

En los trabajos teérlcos comenzados rec1entemente sobre el estudio de la
excitacién y propagacién de ondas lineales en fluidos viscosos compresibles
£1] se deduce una ecuacidn para descrlblr las pequeflas oscilaciones en tal
fluido y se hace un andlisis de- las principales caracteristicas fisicas
de los parémetros de dicha ecuacién. En un segundo trabajo [2] se continfia
la investigacién teSrica de la propagacién de ondas en tales medios. Con
vistas a poder resolver los problemas matemdticos relacionados con esta
ecuacién, resulta de gran utilidad conocer la solucidn fundamental. Mate-
miticamente, ello es de importancia, debido al caricter no cldsico de la
ecuacién.obtenida;. las soluciones del problema de frontera pueden ser
expresadas con ayuda de la solucidn fundamental en forma de potencxales
qug permiten utilizar, para la resolucién de los mismos, los mé&todos

+

tradicionales de ecuaciones integrales.

1. Planteamiento dei problema

Supongamos dque tenemos un fluido viscoso compr651ble homogéneo que
ocupa todo el espacro_R‘. La propagac16n de pequefias ex01ta010nes de la
presién en el mismo se describe por la ecuacién [11:

_ 3 [ su _ 2. | 2 | '
Ltg] = 2 at [ s MV u_’— v°u = 0 - -1
donde u(x t) es la presién din&mica, X= {x1, KXo 33}, c es la velocidad
del sonido y M= [E + —— '(aqui n es la viscosidad 01nemétlca ¥y £ la |
llamada segunda viscosidad,, asociada a la compre51b111dad [3])

Pasemos a variables adimensionales X, = xi/d {i=1,2,3), t=ct/d, u=M/(cd},

donde d@ es cierta longitud caracteristica. Entonces la solucién funda-
mental, es decir, el campo de presiones excitado por la accidn de una
fuente unltaria,.instanténea y puntual, se define [4] como la solucidn de
la ecuacibn

B'u_ _ D gzy - Viu = §(X)E(¢) | . (2
at? ot

Aqui §(x) es la conocida funcién delta de Dirac.

2. Obteneidn de la solucidn.

Supongamos que u(x,t) + 0 ¥|x| + = y representemos por Uix,p) a la
transformada de Laplace de u(x,t). Entonces, aplicando transformada de
Laplace a (2) obtenemos

14



VZU _ P U= _G(X) . : . (3)
up+1 up+1 : '
con lim yix,p) = 0
|x|+w

La ecuacibn de Helmholtz (3) tiene por $olucion acotada en el infinlto
la funcién: : o '
_WRIxl
-’ﬂ(KiP)-# : —~ e - S (4)
e 4n|x|(up+1) : ' -

Para que se mrpla 1a co:;d:.cg.&u en el infinito escogemos la rama de v’ up+‘l
que tenga pari '
Re p<-1/U :

‘Re’ p>0 valores positivos- es decxr, con un corte en

Usando-IéEférmul__ é’ﬂélliﬁ;'ho es diffcil llegar a la expresidn del
| foriginal R - T S
o s T st ks, ] 5y -
Cralx,t) =j+ée$——————»' =13 e .u SHL W
C A s -8"'2,“-'}‘.[-1"..- i - 8 . . o
- : T+Ua=icm

Por medio del teorema de Cauchy deformamos el contorno de 1ntegracién
en (5), en: el formado por la eircunferencia |s|=1 v los rayOS por los
bordes superior e inferior del corte (—m<Re s<-1}. Entonces R

cos l t sen ¢ - 2|x| sen & | a¢ -
u =5 2 Th
\
Sén 1x[_[#lr,.+_ ! ] gg- ' :(6)'
TR | oyl

Es posible comprobar, mediante sustitucién directa, que el segundo
sumando de (6) satisface la. ecuacidn (2) con parte derecha nula. Como la
solucidn: fundamental se determina con exactitud de una solucxén de la
ecuacidn homogénea, por. tanto la solucién fundamental es:

o _ t cos ¢ -
Glx,t) = — | u B 20x| o
» Cofpee : cos '—%sen $ - Elfl sen %- de (7)

15



3. CASO DE FLUIDO IDEAL, NO VISC0S0. ) ¥

NStese que para u=0 (no hay viscosidad y'el‘fluidq es ideal):

U{x,p) = ﬁh-r e-Plxl .
de maneré que, én este caso
_ _ a+i= | |
G, o (Xst) = —f——— J plt=lxh g | steclxh )
H= gm |x|l A 41Tlxl

que coincide ‘exactamente con la solucién fundamental de la ecuacidn cl&-
sica de D'Alembert, como era de esperar. Un c8lculo sencillo permite
comprobar gque la solucién fundamental (7} tiende, en el limite cuando
u—>0, a la solucién fundamental de la ecuacifn de D'Alembert, dada por
(9) . Una idea de este c&lculo se brinda en el anexo de este articulo.

4. CASO UNIDIMENSIONAL

§i en la ecuacidn (2) consideramos soluciones con simetria en el plano

(x,, x,), entonces, denotando Z=Xq, la ecuacidn se escribe como:

Uy ~ Quzzt T u,, §{2) 5 (L} (10)

La aplicacién de las ifransformadas integrales de mahera_similar al punto

1 del presente articulo, permite obtener en este caso paré la solucibn
fundamental la expresidn .

_t asix
' oo e H . ds
ulz,t) = : —_—

47l (o
Amie (s-1} /s

st _ _lzlvm a2l
e ¥ M CWE ()

cuyo integrando tiene un punto de ramificacidn en 8=0 y un polo-s;mple
‘en s=1. La realizacién de cilculos similares al punto 2 nos conduce en este
caso de (11) para la solucién fundamental a la expresidn:

-t
u

v
: - =S P : 2|z
’*EL‘T—'—- J_eu cos{& sen ¢ - l l sen g]dw {(12)
4.“.2ulzl | . .

et

lu(z,t) =

que estd en plena correspondencia con el resultado anteriormente obtenido.

En un trabajo futuro consideraremos algunos problemas con simetrfa
espacial que permitir&n sacar algunas conclusiones de interés fisico

sobre las caracteristicas y el comportamiento de las ondas en los fluidos
viscosos compresibles.
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5. FMWU&NIE’Q%EW Rﬂm.LQSZ@DEM%MSIM?FR&WWHM ENIM.ESHHM

Consideremos un dominio esférico de radio ry ocupado por un fluido
viscoso compresible en el cual las pequenas osc11aciones de la presién
dinimica se describen pcr la ecuacién (1). Para condiciones de frontéra
homog&neas sobre la superficie de la esfera, la solucidn fundamehtal nos
da la funcién de Green en la esfera. Los cdlculos dan para la funcién de

Green la expresibn

XZIM
- X ¢
w o (k,-k) 2 _
G(r,R,t) = I ‘sen ruw,t Vi (r) v, (R} (13)
k=1 Ay ||v. ]| Kk Tk ko '
k%! Vg
donde
' _ 2‘_2
ulk = Jfd¢ AkM

j los l son los autovalores del préblema de Sturm-Liouville en la esfera
con autofunc1ones Vi (r) ¢y las condiciones de frontera homogé&neas. ||ka2
es el cuadrado de la norma de las autofunciones y 6(k) es la conocida
funcién paso unitario de Heaviside; k6 es el maximo valor de k para el

2C
ue i, < .
q k M

La solucifn del problema general

( Llul = f(r,tﬁ Vogrsro, £>0 -
U(r,0) = (.p(ri e

{ . . . o (14}).
u, (r,0) - Y (r) '

L c.f. =0

se_expresa.por la férmula inteéral
Iy - . o ro . ,
uie,t) = [ o6 (r,E,0a8 + [ w(E)a(x,E, 0aE
0 ’ ' o
tr .
fo : S = _

+ J J f(ErT)G(rrgrt_T)dEdT (15}

"0 .0 '

que da las oscilaciones radiales de 1la presién dindmica en la esfera.

Para el caso de fluido ideal {M—+0), de (13) se obtiene el resultado
.conocido :

G(I,R,t) = L

sen 2cAkt vkir)vk(R) L(}G)

n o8

k=1

2r v 1

para la funcifn de Green de la ecuac16n de D'Alembert en la esfera.
17 '



1
CONCLUS IONES | o : '

Los clleulos reallzados ccnstltuyen una contlnuac16n consecuente de las
1nvest1ga01ones\;nlcladas en [1]1 iy [2] sobre la excitacidn y propagacién
de ondas en fluidos viscosos compﬁe51bles. Con ellos hemos logrado obtener
la solucién fundamental del operador gue figura en la’ ecua016n (1}, lo que
nos permltlré utilizar la técnlcazde ecuaciones integrales para resolver
problemas sobre difraccién de ondas no estacionarias en diferentes obsticu-
los. También se obtuvo la expre316n general de la funcién de Green en la
esfera para el operador (1} que responde a condiciones de frontera homogé-
neas arbitrarias. Con ella la solucién de los problemas con condiciones
iniciales para este. operador adquleren formas integrales similares a las
f6rmulas conocidas para los operadores clésicos, lo gque, indudablemente,
nos brinda grandes posibilidades de c&lculo. El estudio de las soluciones
fundamentales es de gran 1mportanc1a, ya que con su ayuda las soluc1ones
de los problemas gue se planteen Qara el operador pueden expresarse en
términos de potenc1a1es. En el trabajo [7] del primero de los autores
del presente trabajo se realizan célculos de soluciones fundamentales
asocladas a soluciones en los fluidos viscosos compresibles con determi-

nada simetria.
. ANEXO

Compfobemos que, efectivamente, el 1imite de (7) para Uu—>0 da (9):

T - 1-'—(1- cos ¢) '
lim G = ——\ 1im_j__J e ¥ cos | 2 [t cos % - le]sen %
ur0 4ﬂlx| w0 , H

dp (A)

En la integral en (A) hagamos el cambio de variables: z=v2tsen %.

OCbtenemos:
V2t :
ro_z |
] H 2 .
e e ) e | (L] g
0 t H 2t
- 1 - z2
' 2t
‘ V¥2t z?
ro -
E_-1]T‘— /% ’ e ) cos /_% g[t-lle dz +
- ) t U _
0
AT e o o] )
- = Vo2 z -
L L 5 e W |cos T 1 t t Ixl )
T t :

o\-—
L ——— ‘ ',_—_g.-\_‘,___
[



. %
El segundo sumando para u + 0, es del orden o{vuy Is1.

Por otra parte, el primer sumando, teniendo en cuenta (61, se puede
expresar como: '

(t-Ixi)? T 22 _
ut T
I = - 1 e - ;l-——-"‘/z e cos ‘/Z z t - Ixl dz (B)
Rz N3 T™oE e
La integral en (B) tiende a cero para u + 0. Por lo tanto, finalmente,
lim I, = §(t - Ikl) (c)
u=+0 .

Por lo que queda rigurosamente deﬁostradb que para G(x,t) dada por (7):

I -
lim G(x,t) = &L& I*I) ' (D)
u+0 i Ixl
De esta manera queda establecida, por la fdrmula (7), la solugién
fundamental de la ecuacidn para las pequefias oscilaciones de un fluido

viscoso compresible, que se reduce a la solucién fundamental de la
ecuacifn de D'Alembert, cuando la viscosidad desaparece.
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OSCILACIONES NO ESTACIONARIAS DE UN. FLUIDO
VISCOSO COMPRESIBLE PARA UNA EXCITACION
PERIODICA ESPACIAL -

José Marfin Antufia, Departamento de Fisica Tebrica, Universidad
de La Habana. ' : : . : .

RESUMEN | | o |

ge estudia un problema de frontera que deécribe una clase de movimientos
de un fluido viscoseo ¥ compresible bajo la accifén de una excitacidn
simétrica pexibdica espacial. Sobre la base de f&rmulas an&iogas a las
f6rmulas de Green, se construye la solucién de este problema; se estudia
el caricter de la solucién'para'visoosidades pequeilas y'se investiga su
comportamiento para tiempos grahdes. Se analiza también el caso de la
excitacibn de longitud de onda corta.’ '

ABSTRACT |

The author studies a Boundary-value problem'wich describes a class of
movements. of a viscose comprehesible fluid by the agtioﬁ of a symmetric
space periodic excitation. In the base of analog of Green's formulae
he makes the solution of this problem, studies the character of the
solution for small viscosity and his behavior for big time. He also
analyses the case of excitation os short wave length.

I NTRODUCCTION

Tos problemas de 1a dinimica de un fluido viscoso hace tiempo son de

gran interés [11, [2]. Una importancia particular tienen los problemas no
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estacionarios y la investigacifn del comportamiento asint6tico de sus

soluciones para tiempos grandes, teniendo en cuenta los efaectos de la
compresibilidad y de la viscosidad. La idea general sobre el carfcter de
estos procasocs se puede_obtener yva dentre de los marcos de un modelo
lineal,.

En el presente trabajo se estudia un problema de frontera que describe
kuna clase de movimientos de un fluido viscoso y compresible bajo la
‘accién de una excitacifn simétrica periédica espacial. Sobre la base dé

férmulas andlogas a las fSrmulas de Green, se construye la solucibén dd
este problema, se estudia el caricter de la solucibdn para viscosidades
pequeiias y se investiga su comportamientc para tiempos grandes; Se analiza
también el caso de la excitacidén de longitud de onda corta.

-

1 PLANTEAMIENTO MATEMATICO DEL PROBLEMA

.~ Pasemos al planteamiento del problema. La presifn dindmica en un fluido
viscosc compresible, que realiza oscilaciones pequefias respecto a la
posicifn de equilibrio, se describe por la ecuagidén [31, [41:

Ezutt - yvzﬁt - V2u =0 (1)

donde v = (g+4ﬁ/3)€2p“1 es el parametro de viscosidad (n eg la viscosidad
de cizalladura, £ la viscosidad volumétrica); € = ¢ ' (c es la velocidad
del sonido), p es la densidad del f£luido en estado no excitado.

Supongamos que el fluido ocupa el semiespacio Ri='{(x,y)eRsiz>QP y que
en el instante inigial'se encuentra en estado de reposo, es dec;r

=u =0

u|t=0 Elizo

En la frontera z = 0 esti dada una presibn dindmica del tipo siguiente::
ul = f(t)cos ax
- le=0
donde «>0, £(0) = £'(0) = 0.

Basados en consideraciones fisicas evidentes, en la simetria y la perid—
dicidad de las condiciones iniciales y de frontera, asi como én'que estas
no dependén de la coordenada y, buscaremos la funcidn u(x,y,z,;t) en la
forma ‘

u = v(z,t)cos ax.

Entonces obteneémos para‘v(z,t)'el siguiente‘problema de frontera

unidimensional:
Lol iv(z,t)] = 6%V - eZ=at)v, - (32-at)v =0, z,t>0 @
v = v, =0 | O (3)
t=0 t\li:"'o :
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v = £(t) (4)
z=0" : :

2. CONSTRUCCION DE LA SOLUCION

Buscaremos la solucién del problema (2)-{(4) en la clase K de funciones
y(z,t) que cumplan las siguientes condiciones de suavidad y acotamiento:

1) 3 —Jec{co,w)x(o ) ]
' Bt Bz_

donde (k,m) € plzr?) glte?)s

' K+m o L 3
2) __ak m& e c[zelo,h]; L,(0,T)] vh, T>0, k,mept )
at oz

K

3) ¥ ec [eelo, 17 L, (0/h)] VA, T>0, k=0,1
at '

.Bk+mw

k. m

< CT[1+zB) para cierta B>0, (k,m)eB(l' )
ot oz ,

4)

LZ(O,T)

Aqui se han usado las siguientes notaciones:
' . .
(k, k) | ,
B : = {(sl,sz): sieUL...,ki}, i=1,2
C[:e[a B1: Ej es el espacio de funciones continuas abhstractas de la
variable & con valores en el espacio de Hilbert H.

La expresidn —EE——% supone todas las derivadas cruzadas del tipo
3t oz '
indicado. Con respecto a la funcifn f{t) supondremos lo siguiente:

£(£)6C2[0,), £(0)=E' (0)=0

Mediante la técnica de la transformada de Fourier y el teorema de
Peli-Wienner [5] se puede demostrar que la siguiente funcidn es la

soluci6én fundamental del operador L%Y:
g Z2t

o ik|z| - —I—(k2+a2) {—EL——]
Eu“f(z,t)a-e-%)— e - 2¢? dk

. Yu (k)

donde uuy(k) = vy ({k*+0?) - 4e?(kZ+a®).
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Irtroduzcamos la notacién

20%(z,8) = {(g,1) | £ €lo, z0) U (z+o,h), T € (6, £=6))

{(h>z+0>30>0; 0<28<t).

Supdngamos gue la fuﬁciéﬁiv!z,t}ue K es la selucién del problema (2) -
(4). En las integrales a la izquierda de las desigualdades

L IviE,1)18% (2 t£, t-t)dgdr = 0
o2 (z,1)
realicemes la 1ntegrac1&n ‘por partecs tantas veces como sea hecesario
para que tedas las derivadas que estén en LE pasen a FoY({z+f, t-T1) ¥y

tengamoes en cuenta, al hacerle, gque para {(£,T1) € Qh {z,t) tienen lugar

: o C :
las igualdades Lzz[EaY(z t £, t-1)]1 = 8 (le que se cemprucka ficilmente

de forma directa). Pespu& de esto, tendames § 'y o a cere y hué'ihfipito,
teniendo en cuenta las condiciones iniciales y gue V(z t) pertenece a

la clase K. Come resultado, se obtlenen las siguientes férmulas de Green
del operﬁdor_me-

zt
1 , _
LD vz, = | |
t ' ' R
= - J{EQY(z,t—T)[Ygg-Fl}vz(ﬂ,r) + (-0t E:Y(z,t—r)[Yg? + 1]v(o,T)}dr

4 | _ : X _ , ’ '_"' (1.2)

con 1#1,2, z,t>6.

_ Restande a la férmula cen 1=2 la correspandlente ¢en' 1=1 y tenlenda an
cuenta la condicidn de frentera (3), se obtiene la férmulas:

v({z,t) = =2 J EaY(z t- T)[YdT'+71]f(T)dT ' (1.3)

" Asf pues, si en la clase K existe la solucidn del problema (2) - (4),
esta tiene la ferma (1.3). Por etra parte,~se:pueée'&emestfar gque la
funcidn (1.3) pertenece a la clase K y satisface el problema (2) -'{4).
De esta forma, tiene lugar el siguienté resultado.

Tecorema 1. La solucién del problema (2) - (4) existe y es finica eﬁ'la
| clase K y viene dada por la férmula (1.3).
Sefialemos que con ayuda de las férmulas (1. 2)'esAf&dilrebtener una
expresién de la soluc;én construida a través de su derivada respecto a z

en z=0,
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v .,

t .
-2 I EY (z,t - 1) [Y d + l] g(t)dr
0

[

v{z,t)
dt

donde g(1) = v, (0,7).

Estudiemos la conducta, de la solucién obtenida para valores pequefios
del pardmetro de viscosidad vy. '

- ) . ¢ » » .
Para y=0 la ecuacién (2) se convierte en la ecuaci$n de Klein-~Gordon:

o = -2 - 2 a
th [v(z,t)] = € vtt Vou + a“v 0 N (1.4)

cuya solucidn fundamental "retardada™ es la funcibn (ver, por ejemplo, [6]) :
. i .

o e(t-elzf et
EX(z,t) = _l_iélfll_ To | E; - zz_]
- .

Supongamos que cierta funcidn vP(z,t) satisface la ecuacién (1.4) en
gentido generalizado, tiene derivadas parciales respecto a z y t hasta
segundo orden continuas para z,t>0 y z#t/e y acotadas para zz0, 20, ¥y

tiene los valores iniciales v° = Vzl - = 0. Se puede demostrar que, en
: ' ’ t=0 t=0 ' ' '

en este céso, pafa la funcidn v°{z,t)-tienen validez las siguientes
f8rmulas, anilogas a (1.2): '

1+(-1)l vo(z,t) -

t-ez _ :
=-J {Ea(z,t-T)vg(O,T) + (—1)1321z,t—T)v°(a,T)} ar +

+ (fl)

vO(0,t-e2) .. - o (1.5)

vz, t>0, 1=1,2.
Aqui se supone que vO(z,t} = 0 ¥t<0.

De (1.5) se desprende que la solucibén del proklema de frontera en la
gemirrecta para la ecuacidn (1.4) con condicién de Neumann en el extremo
y condiciones iniciales nulas viene dada per la funcién

' t-£z

vo(z,t).= -2 [  E%*(z,t-1)9 (1)art
: ‘ 0

donde. g(t) = Vg(O:T)-

Tiene lugar el

Teorema 2. Sea w(T)ec(;’lo,m), ¢(T)=0 para 150. Entonces, para t>0
uniformemente respecto a zg[0,*) '
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3

t t-cgz
fEaY(z t-T)[Yg;-+ 1]w(r)dr - f Ea(z,twr)w(r}dr —0 " ¢y —0,

0 0

No presentaremos aqui la demostracidn de este teorema, senalemos sélo
que se demuestra sobre la base de comparar las soluciones fundamentales
2 (z,t) y E® (2,t) para lo cual resulta cbémodo expresar la Gltima en la
forma

-

5 ik|z| fe2, 2
E%(z,t) = ét} f - sen _£Eig_ ty dk
—o  2e/klia?

Como conclusidén de este epigrafe, analicemos el aspecto fisico de los
resultados obtenidos. De ellos se desprende que en presencia de viscosidad
(y#0), a pesar de la sdpoéicién de que el fluido es compresible, la velo-
cidad de propagacibn de la excitacidn en el medio descrito por la ecuacidn
(1), en general, es infinita. Esto estd relacionado con el hecho de que
para v#0 la ecuacidn (1) no es hiperb6lica, como ocurre en ausencia de

Owl’z,t) no se hace idénticamente

viscosidad vy, conmo consecuencia de ello, g
nula para {z|>t/e, sino que sblo tiende exponencialmente a cero al crecer
|z| para un t>0 fijo. Sin embargo, como se desprende del teorema 2, para

- pequefias Y en el proceso ondulatorio descrito existe un andlogo de frente
aclistico que se propaga con la velocidad del sonido c=1/¢., el cual tiene
delante de sf una especie de cola anterior exponenciélmente decreciente

que lo anuncia. o el
3. COMPORTAMIENTC PARA TIEMPOS GRANDES

Realizaremos el estudio de la solucidn para t — «, siguiendo a [71,
para los casos de f£(t) que tengan soporte compacto; es decir, f£(t)=0 para

iwt

t mayores que cierto T y £(t) = n{t)fe » donde n(t) = 1 para t mayores

que cierta T y n(0) = n'{(0) = 0. Para esto necesitamos el siguiente
resultado.

Lema 1. EZY{z,t} —> 0 ¥t —> « uniformemente para z g (0,«).
La demostracifn de este lema se puede efectuar basindose directamente
en la expresién (1.1) Yy no la exponemos aqui.

Observacidn- 1. El resultado del lema 1 se puede precisar. Como indica un
anilisis mis detallado de la expresifn (1.1) para E“Y(z t), si se cumplen

las condiciones t>t >0, 4e®-a%y? 2 h2>0, tiene lugar:

v a’t
‘ 2 : i/s =~t/e
’EZ (z,£) = 5 e + Chto —~—;?7;——— (2.1)

donde cht es una constante que depende g8lc de h y-t .
o : : : ©
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Esta valoracién muestra que en el caso de valores peguenos del
> >
Y e?
para'tt+ » ge determina, fundamentalmente, por el primer sumando de la

parémetro de viscosidad vy l 1 Yaz] el'comportam§ento de Einz,t)

igualdad (2.1). artiendo de esto, se puede jntroducir el tiempo
caractefistico de amortiguamiento 8y = 2e? igual al inverso del -
‘ : ‘ va?
coeficiente que acompafia al tiempo t en el exponente del sumando.
Observacidn 2. pel lema 1 se desprende que para cualguier F(t)€ clo,T],
la integral del tipo ' :
T

Ilz,t) = £ (z,£-T)F(1)d1, T>0 (2.2)

4
0
tiende a cero para t =+ « uniformemente para z€{(0,%).
Supongamos que f(t) en la condicién.de frontera (3) tiene soporte

compacto; es decir, £(t)=0 para t2T>0, En este caso,_para tiempos t>T,
1a golucidn v(z,t) se expresa en la forma (2.2) con

Flr) = -2 |v§ + 1|£(7)

Por esto, en virtud de la oBservacién 2, llegamos al siguiente
resultado. |

Teorema 3. Si la funcién £(t) en la condicibn de frontera (3) tiene
soporte compacto, la solucibn v(z,t) tiende a cero para
t .» » uniformemente para ze(0,x).

Supongamos ahora que f£(t) tiene la formas:

£(t) = n(t) £e*t
donde n(t)=1 ytzT>0 vy n(0)

n'{0)=0. Expresemos esta funcién en la

forma _ _
£(t) = (nle) = 1) £°F % gelvt
y cologuémosla en (1.3). Para t>T tenemas
T & _ , _
viz,t) = -2 IEiY(z,t—T){Y%? + 1] [n(T)“l:]f o1 ar -
0
_ t
2 £ (1 + iw) &Y j E:Y (z,7) e+ ar, (2.3)
8

El primer sumando a la derecha en {2.3), en virtud de la observacibn

2, tiende a cero para t > =, mientras gue la integral en el segundd
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lumando para t + o tmonde a la transformada de Fodkler respecto a. v de la

tuncx&n EaY (z, r) Aniupuqs, llegamos a 1a;;gua1dad:

t+w

lim Lv(z (t)E 1‘*’*'_' = -2 (t+iw) £F [Eg"(z.r)] = A (2)  (2.4)

\!

Después de realizar cdlculos sencillos, obtenemos que A (z) tiene la

forma:
A (z) = £ Pz o  (2.5)
donde
6 (u) = /ﬁfd2+a2y2w2+£2¢2) — iclun’y
. ¢l'+_yzw!
aquf

/K = JTET i%aT9 k .0 1 ¢ [0,2m).

Es f&cil-ver que Re B(w)<0 para y£0 y, por_taﬁto, para'viscosidéd'no
nula las ondas no se propagan hacia adentro del fluido.

Mediante comprobacién: dLrecta es ficil comprobar que A (z), que
comfinmente se llama amplltud limite, satisface la ecuac16n de las
ogcilaciones estabilizadas para la ecuacibn (2), es decir

i [ ]s ot ot [ “ -0 e

.Formulemos estos resultados en forma de. teorema:
¥ . .

' Teorema 4. Si £(t) ='n(t)fe1“’*’; donde n{t)ec(?) [0,=), n(0) = n'(0) = 0 y
' ‘n{t) = 1 wyt>T, la solucibn del problema (2)-(4) tiene |
amplitud limite‘Aw(z) expresada por la fdrmula (2.5) y que

satisface la ecuacién de las oscilaciones estabilizadas (2.6).
‘4. EXCIEAGH%!DE LONGRNH’DE ONDA CORTA

En este epigrafe se deducen férmulas as;ntétlcas para la soluc16n del
problema (2) - (4) para o — =, caso que fisicamente responﬁe a una
exC1taC16n de onda corta.

Usando el desarrollo de Taylor es facil comprobar la validez de la
llguionto expresidn para a grand&.

- ....x... (k-2+a!) Sh{fud_-Y(k)t- gh{[ ].‘..zia_ -1

o 267 . 2¢2 .y
“uavti,' y k4l
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donde t€[0,T] y Cy €8s cierta constante que depende sb6lo de T; k es un
niimero real. De aqui se obtiene la valorac16n uniforme respecto a z
siguiente:

K
[Ez"{z’.t) - "z, 0) | 5 =

| o
donde z>0, tel0,T], ¥

. - 2,2
-z- = : vy(k“+07 )}t

Q*Y(z,t) = fL e Y-%F I _ ik expy ikz -

Y 2 vi{k2+a?) ' £

+ dk (3.1)

=2 et

2

Kp es una constante que depende sb6lo de T.

Por consiguiente, para la solucidn v(z,t) se obtiene que

ZKTT

‘v(z,t) - q(z,t)‘ s
, o
donde
t

q(z,t) = -2 J Quy{z,t-T)_bhg? + 1]f(1)dr (3.2)
' e .

La expresidén explicita de QGYLz,t)'permite obtener f6rmulas para

g(z,t) en forma de integrales simples:

_ e-uz t a
g{z,t) = -2 7 Y3c + f(T)Sh dr +

[T

tt
Ao eV J g(t) exp {- zle -y uz(t-Tl}dt
2y/F§ A (e-1) /7 4y (t-1) e?
' ' 3
Agui:

- . 0
g(t) = e TE(1) + 2 { e Y£(0)as.

Asf pues, la funcibn gq(z,t) coincidé con la solucibdn v(z,t) con exac-
titud de sumandos del orden o(a"?). Por comprobacifn directa puede verse
que gq(z,t) satisface la condicidn de f*ontera (3), las cond1c10nes inicia-
les (4) y también la ecuacién (2) con exactltud de hasta térmlnos del

orden 0{0°).

gi f£(t) tiene soporte compacto, es decir,f(t)EO thTo, para la funcidn
qlz,t) de ¢3.1) y (3.2) se puede obtener la valoracibn:

eof-(ee( - 3

2 ) Q

(o)
£~T ]-—
o Ez

|q(z,t)1 =4 Cf
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donde Cf es una constante que 5610 depende de f(t). De esta valoracidn

se ve que ‘para -—-—Y- >> :Yli el término principal de la asintota despué&s de
g2

.termlnar la accidn de la excitacidn toma valores aprecxables sblo para

. . 2
tiempos no mayores en orden que la magnitud 6, = £,

a?y

Destaquemos que ©; para su forma es cercano al tiempo caracteristico
de ambrtiguamiento 8, obtenido para otra re1a016n de los parimetros

fisicos correspondlentes.
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RESONANT INTERNAL F'IELD EMISSION IN QUANTUM
WELLS | | |

M. de Dios Leyva and J. Lépez Gondar, Department of Theoretical Physics,
University of Havana.

ABSTRACT . )
A theoretical study of resonant tunneling in guantum wells subject to a
constant electric field EL ie presented. The analysis is carried out in

the framework of the gimplified two-band Kane model. It is shown that ‘the
transmission coefficient (TE) as a function of the electron energy
exhibits a well defined resonant structure. Some interesting properties
of T(E) are reported. '

RESUMEN
Se presenta un estudio del tunelaje resonante en pozos cu&ntlcos sometidos
a la accidén de un campo elé&ctrico EL constante Bl an51151s se lleva a

efecto en los marcos del modelo 51mp11f1cado de dos ‘bandas de Kane. Se
pone de manifiesto que el coeficiente de transmisifn T(E) come funcibn de
la energia del electrbn presenta una estructura resonante. bien definida.
Se reportan ademfs. algunas otras propiedades 1nteresantes de T(E).

. ITNTRODUCTTION
puring the last years theoretical and experlmental researches on

+unneling through double barriers [1-41, superlattices [5-61, and
ultlple quantum wells (MQW) [7], have clarified the mechanisms of current
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. . Y
transport in these semiconductor heterostructures. Two possible
mechanisms have been suggested for the underlying physics of the tunneling
Process: resonaht'and sequential tunneling [43. Both are known to lead
to-negatiﬁe differential resistance in these structures.

Almost all the investigations developed up to now consider charge
carriers moving in the conduction band (electrons) or in the valence band
(holes) [8]. Only small attention have been paid to the study of electronic
tunneling between states in the valence and conduction bands in MQwW
structures (Zener Tunneling). As far as we know only in [9] is carried out
and experimental study of this important subject, where the observation
of resonant Zener tunneling (RZT) in the AlInAs/GaInAs gtructure is
reported.

The purpose of the present paper is to report some characteristic
features of RZT in guantum wells (QW) developed in the framework of the
simplified two-band Kane model.

2. SIMPLIFIED TWO-BAND KANE MODEL
To study the RZT we will consider a finite QW of width L subject to a
constant electric field EL applied along the positive direction of the

well -Z (Fig. 1). The QW consists of layers of 1 and 2 host semiconductors
with energy gaps given by E1 and E2, respectively. The origin of

coordinates (energy) is taken at the interface between regions 1 and 2 (at
the midgap position of semiconductor 2).

Following {10] to describe the electron dynamics in the framework of the
simplified two-band Kane model wewill use, in each host material, a
Diraclike kinetic energy operator. This leads to a system of four
differential equations for the envelope functions that can be transformed
in two equivalent decoupled pairs (Eq. (5) in [101). Under the unitary
transformation generated by the operator

1 i
- ~k

each one of these pairs of equations takes the form:

Hyq E ¢ (2) F, (2) _
. ! ‘ = 0; (1)
1 EeffIZ) H,, lez)
where Hy, = PK, + V(Z) + Fz - E; Hy, = = PK, + V(2Z) + FZ ~ E; E_.(2) =
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%
(Z)/Z + iPK; P denotes the 1nterband momentum matrix element, which

will be assumed identical in both host materials; E is the energy;
EG(Z) = E2 in the well and equal‘ﬁo Ei in the barriers; Kz = -id/dz;

vi{z) =0 in the well and V in thé barriers, being Vo the energy

dlfference between the midgap pos;tlon in each material; the barrier
height in the conduction band (w1thout applied field) is (E =B )/2 +

;: K = (KZ + K )%, where K , k. are the wave vector com onents in a
0 v P

plane perpendlcular to the growth dlrectlon of the QW, which are good
guantum numbersg; F = eEL, being -e the free electron charge.

In each host semiconductor the genéral solution of Eq(l) can be expressed
in terms of Weber's functions Dn(Z)[lll. The continuity of these

solutions at the interfaces allows to write down the integration constants
for 2 > 0, Al and By, in terms of the corresponding constants for 2 < -L,

A3 and B3:

In Eq.(2), 8 is a 2x2 matrix which has the form § = M;litl{O)JMZLtZ(O)]x
-1 . -
M, Ltz{-L)JMlttl(-L)J | (3)

where subindexes 1 and 2 characterize the corresponding materials and
'Mj[tj(z)] is a matrix whose elements are:

1

{Mj[tj(Z)]}11 D, [tj(Z)]

ip;

{thtj(Z)J}12 D. [~tj(2)3

ip

j
M. t. - .D. t. Z
‘] . . Z ] = .D- - » Z

with j = 1,2; and pj = E(Ej/z)2 + P2K2%1/2FP; bj = pjtzFPi}*/(Ejfz + iPK);

= 1 * - . i = =
tj(Z) = (21/PE) [FZ + Vj El, being V1 V0 and V2 0.

Let us now assume that under the<action of the electric field an electron,
with enerqgy E, moves from right to left in the valence band. Then, only a
transmitted wave will appear in the conduction band. If under these
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conditions the asymptotlc behaviour of the szlutlons for 2 + te ig
calculated, follow1ng the criteria that the direction of propagation of a
wave for the conduction (valence) band is the one in which its phase
increases (decreases), we can obtain the following expression for the

. transmission coefficient:
, _ _ -2
T(E) = 821 - Szzexp(ﬂpl) ’

where 822 and 821 are the corresponding matrix elements of §.

3. NUMERICAL RESULTS AND DISCUSSIQON
In order to obtain some information about. the properties of T(E) we will
suppose that (E,, E,, V,) = (0.5 0.19, 0.3, eV and P = 0.561 eV-nm. A

" :
similar model of QW was considered in [12]. From now on we will only deal

" with the case XK = 0 and F > Fd; being F0 = 2 x 10° eV/cm. With such a

set of parameters the p-parameters in the Weber s functions are
relatively small, which introduce important smmpllflcatlons 1n the
numerical calculations of T(E) The energies corresponding to the p01nts

A, B, C in Fiqure 1 will be denoted by E (E /2 + VO = =0.15 eV,»EB,

E respectively.

cl‘
The logarithm of T(E) as a function of energy for L = (15, 20) nﬁdand
F = F0 is presented in Figure 2. From these curves and others not

reported here we can draw the following conclusions:

{(a) Bach curve exhibits & well defined resonant structure (RZT), and the

corresponding resonance energies are always greater thah,EB = E2/2 - FL.
This is obvious from Figure 2 if we note that for F = F, and
L = (15,‘20) nm the values of EE are -0,205 and -0.305 eV, respectively.

(b) In each curve the peak value at the lowest resonance energy
(fundamental peak) is greater than the others (secondary peaks).

(c} The study of a given peak (fundamental or secondary) for a fixed F
and different L values shows that: (1) its resonance energy Ep decreases

when L increases, taking the value EA.for a certain value of L; (2) when

Ep > EA the peak value decreases as_(ER - EA} increases; (3) for E_ < E

R A
the fundamental peak can take values near or equal to 1. These results
can be illustrated with the followihg example: for F = F0 and

L = (10, 15, 19.2, ~20) nm the fundamental peak values are T(E ) = (0.05,
0.5, 1, 0.97), with E, = (0.0299, -0.0712,-0.1546, -0.1705) eV,
respectively. From these results it is obvious that the optimum values of
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T(E) are achieved when FL > B, - V, + ep where e is the resonance

energy measured from EB'

(d) The resonance energy ER of a secondary peak can be greater than

B This takes place, for example, for the second secondary peak of curve

c.
(a) in Figure 2, where EC =0.05 eV and E = 0 03 eVv.

On the other hand , it 1s not difficult to show that the energy level
and the resonance width of quasibound states are the complex roots the
equation: '

S,1(E) - 8,5 (E)exp(rp,) = 0

To prove that these roots determine the resonance energies and the
corre5pond1ng peak widths of T(E), it is neccesary to solve numerically
this equation. This is a hard task because 521 and 522 are expressed

through the Weber's functions of complex arguments and indexes. Hence, we
followed another approach to find approximatelly the position of the
guasibound levels. First, these levels were obtained in the parabolic
band approximation using the approach reported in [13], but assuming

that the effective masses inside and outside the well are different;

and second, corrections due to nonparabolicity effects were included. The
latter point was carried out calculating the differences between the
corresponding energies obtained in the parabolic and nonparabolic

(Eq. (1)) band models without electric field.

With this approach the fundamental gquasibound levels for F = FO and

L = (15, 20, 30} nm are (—0.085, -0.186, -0.386) eV, respectively; while
the corresponding rescnance energieé associatted with the fundamental
peaks are (-0.071, -0.170, -0.371) eV, respectively. A comparison of these
results shows a reasonable agreement and, fherefore, suggests that
resonances in the transmissivity versus electron energy curve
correspond to guasibound levels in the well.

Finally, the peak widths can be used to estimate the lifetime =t

associated with the guasibound states. For the fundamental peaks shown in
Figure 2 T ~ 107 s |

In conclusion, the results obtained by means of the simplified two-band
Kane model confirm the occurence of RZT in QW, and could be useful to
analyze other situations where more complicated band models are required.
Although all numerical calculations were carried out for high electric
field, we believe that the obtained conclusions remain valid for F < FO'

especially those related to the optimum value of T(E). It is obvious that
the study of RZT in MQOW needs both theoretical and experimental further
efforts. A more detailed analysig of this important topic is left for a
subsequent publication.
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Figufe 1.

Potential-energy profile for
& single guantum well with

width L subject to a constant
- electric field EL; E1 and E2

are the energy gaps in 1

and 2 host semiconductors,

respectively. :

P i e S _.....'...,_.w_. o .

-
.17
: £
 Figuré 2. Logarithm of the transmission coefficient as a function of
: incident ‘electron energy for F = 2 % 10° eV/cm and L equal -
to 20. nm (curve a) and 15 nm (curve b), respectively. The .

~arrows indicate the fundamental peaks
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OBTENCION DE CRISTALES DE KDP PARA LA
GENERACION DE SEGUNDOS ARMONICOS OPTICOS

- Rolando Rodriguez, Federico L. Falcén, Carlos Arencibia, Humberto Mesa,
‘Elsa Herndndez, Instituto de Materiales Y Reactivos para la
‘Electrfnica (IMRE). Universidad de La Habana.

RESUMEN , ‘
Se reporta la obtencién de monocristales de KDP (KH2PO4) crecidos a partir

de soluciones por el método de evaporacifn del solvente a temperatura
_constante. Estos fueron montados en una celda especialmente disefiada y
construida para la generac16n de segundos armdénicos.

ABSTRACT - _ :
The growing of single crystals of KDP (KH2PO4) from solutions by solvent

evaporation at constant temperature method is reported. They were fixed
in a specially designed cell for the secqhd hafmonics'generation.

INTRODUCCTION |

La 8ptica no lineal es un mé&todo poderose para ampliar las frecuencias
fijas que, en un nimero llmltado, -8e obtienen de 1os diferentes tipos de
liseres. A partir del primer experimento de Franken en 1961 este campo
ha progresado ripidamente, a tal punto que en la actualidad puede ser
obtenida radiacifn coherente sintonizable en toda la zona espectral desde
los 190 nm hasta los 7 000 rim con altas potencias, ancho de bandas
estrechos vy buena eflCleﬁ/ia de conver516n.
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Existen una serie de cristales gue son actualmente utilizédos con este
fin, entre ellos tienen un papel de brimera importancia agquellos pertene-=
cientes al sistema tetragonal, con simetrfa 4 2m, que poéeen caricter
uniaxial, birrefringencia negativa y con propiedades finicas en la génera-
cidn de segundos armbnicos (GSA) de la radiacidén coherente. Un principal
representante de esta familia es el cristal de KDP (KH2P04), crecido a

partir de soluciones.

Estos cristales pueden ser orientados cristalogridficamente con respecto
al haz de la radiacién de dos formas diferentes, definiéndése los tipos
I y II de sintonia por dngulo. Para la sintonia angular tipo I el rango
de operaci&n del cristal es entre los 517 nm y los 1700 nm y para la
sintonia angular del tipo II entre los 732 y 1700 nm. Tambi&n es posible
efectuar una sintonia del cristal por temperatura, estando su temperatura
de mixima seguridad de operacién alrededor de los 120°C. La temperatura
de minima seguridad de operacidén depende de la temperatura de transicidn
del cristal, por debajo de la cual el cristal cesa su O6ptica no lineal -
y que es de -153°C. Para este tipo de sintonia el rango de trabajo va
desde los 514 nm a -11°C hasta los 322 nm a +100°c [1-21.

Figura 1. Orientaciones crigtalo-
gr4ficas para sintonia
angular del tipo I y por
temperatura.

Las orientaciones cristalogréficas para la sintonia angular de tipo I

v la sintonia por temperatura estos cristales se muestran en la
Figura. l. Para una determinada londitud del cristal la eficiencia de
conversifn de la. GSA depende fuertemente del dngulce ¥m. Como se 6bserva-
en la Figura 2, este dngulo es evaluado enh dependencia de la longitud de
onda. La regidn efectiVa'para obtener la GSA“wediante la orientacibn de
1z muestra cristalina respecto al eje éptico sespcuentra entre los 200

y los 800 nm.
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La sintonfa angular tipo II requiere un &ngulo de orientacidn diferente
al del tipe I. Este preceso es muy eficiente particularmente para doblar
la frecuencia de;i064 nm,{al'ser usados en procesos de fusibn. La orien-
tacibn para el ‘proceso dejtipq'il se muestra en la Figura 3. En la Tabla
I se muestran_los;éﬁgulo:td»ilizados en el KDP para la sintonia angﬁiar
de los tipos.I y 11 para{aiférentes frecuencias.

Figura 3. Sintonfa angular del
tipeo II.
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KDP
(am) Tipo | ' Tipo tI
Longitud de -o.ndo grados ' grados
517.4 90 No
524.5 8.8 Obdtenidle
600.0 60
6943 50.4
7070 498
732.0 4T.3 . 90
800.0 46.0 72
890.0 44 63.6
1058.0 . 403 59.1
1065.0 . 40.3 89.1
- 1700.0
6000.0 No transparentie

Tabla I. Angulos para las sintoniag angulares del
tipo I y II. '

Los principales paréﬁetros electro-6pticos y como generador de segundos
armdénicos de este cristal se resumen en las Tablas II y III respectiva-

mente.
o k] Y o |4
.g s g ) g 3
. . = 2 3 “I=%ls5s|. & H
Indice de 3 ‘E 3 <15, 25218 _°| ® 2R
s 1=59|eo| 5P e g| =8is
Refraccion agu|cecald Peo g0 E| *vie
s2olsE”ls (8% |32 | B2
soxiES 2 |2e 185 s =
acY o E o o<~ -5 |w
A g e
347 1.54 [.49 3.3 1.0 (28] 20
530 .31 L.47 1170
694 1.BI1 1.47 | 0.47| 0.4 2.4
1060 .49 |.46 | 0.47123.0 | 3.0

Tabla II. Propiedades electro-8pticas para el KDP.
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Tabla III. Coeficiente no lineal y birrefringencia té&rmica
del XDP como GSA.
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El crecimiento de monocristales de KDP desdk soluciones ha sido reali-
zado por diferentes métodos como son los de conveccifn forzada [31, con-
veccibn de concentraciones {41, disminucifn de temperatura [51 y
evaporacifn de solvente a temperatura constante (ESTC), con resultados mis
o menos similares; sin embargo, este filtimo resulta el maAs favorable para
el control de los parémetros de crecimiento. Por ello, este m#todo fue
seleccionado para el crecimiento de nuestros cristales.

CRECIMIENTO DE MONOCRISTALES
En el crecimiento por el m&étodo de ESTC existen diversas variaciones en

el disefio del cristalizador bisico, incluyendo la utilizacitn de enfria-
dores termoel&ctricos para el control de la evaporacién [61.

Dadas nuestras posibiljdades tecnolbgicas se disefid y construyd un
cristalizador termostatado simple. La Figura 4 muestra un esquema de la
instalacidén construida. La fuente té&rmica resistiva (1) se situf externa-
mente para evitar problemas de corrosidn y asimetrias térmicas; ademds,
tal disposicibn tiende a evitar nucleaciches inconvenientes que con
frecuencia ocurren el fondo del cristalizader. Como sensor de temperatura
fue utilizado un termdmetro (2} de contacto TGL 4850 con apreciacifn de
0.2 °c, acoplado a un sistema de contrel elé&ctrico.

Figura 4. Esquema del cristalizador
» termostatado.

: Lﬁ

El recipiente cristalizador (3) utilizado posee 1 L de capacidad y

180 mm de altura; el recipiente termostatador (4) guarda la relacién 1:5.

El control de la evaporacifn es efectuado a través de un 8ifén, que
descansa sobre una platina (5) situada scbre la parte superior del cris-
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talizador. La agitacidn se efectud mediante dos paiet&b plasticas
simétricas {(6) con respecto al eje central. La velocidad de retacidn era
regulable y automaticamente invertfa el: sentido de rotacién cada 3 minutos.
La velocidad de agitacidn utilizada fue de 18 rpm. La semilla (7) fue
situada en el fondo y centro del cristalizador, adherida a ﬁna.léminn de
teflén.

La sal de KDP fue sintetizada segfin la ecuacidn:

KOH + H3P04 = KH2P04 + 2H20

mezclando 168 g de KOH en 500 mIL de agua con 164 nL de H3P04 en 500 mL

de agua. Los reactivos utilizados fueron de la firma AnalaR y el
compuesto fue controlado con andlisis espectroscépico de radiacién

'ultravicleta.

En todos los casos la solucidn fue preparada calentando agua desionizada
de 0.5 uS/cm a 70 °C y disolviendo 350 g de la sal en condiciones de -
agitacibn. La disoluciﬁn'fue filtrada inmediatamente e introducida en el
termostato y dejada reposar durante 24 h a la temperatura de crecimiento.
Posteriormente fue eliminada la deposicidn cristalina que se produce en
el fondo y a continuacifn introducida la semilla en el cristalizador.

La semilla fue cortada perpendicularmente al eje z, lavada con agua
desionizada y calentada a la temperatura de crecimiento antes de colocarla
en el cristalizador. El eje cristalino z coincide en orientacidn con la N
vertical de la instalacién. S8lo se da la opcidn de crecer a una sola cara

en la direccibn z.

Se ajustd la temperatura de crecimiento en 40°C y dicho proceso se
mantuvo durante 10 dias. Con temperaturas superiores se produjo la
tendencia a cristales velados como resultado de la aparicidn de inclusiones
provocadas por la alta velocidad de crecimiento. Ajustando este Gltimo
parametro se obtuvieron cristales de dimensiones adecuadas Yy buena
transparencia, sin apreciarse en ellos defectos macroscSpicos caracteris-—
ticos en este m&todo de crecimiento, como son la curvatura de las
superficies, aparicidn de cristales gemelos y huecos superficiales. En
algunos casos aparecieron pequefias veladuras causadas por frecuentes
interrupciones- en el fluido eléctrico. La Figura 5 muestra una foto de

los cristales obtenidos.

CONSTRUCCION ‘DE CELDAS PARA LA GENERACION DE SEGUNDOS ARMaNlCOS
Con posterioridad a la obtencibn de monocristales de KDP de buenas

caracterfsticas Spticas se procedid a su utilizacibn en la construccidn

de celdas para la generacifn de segundos arménicos mediante sintonfa
angular del tipo I. Para ello dichos cristales fueron orientados,
cortados,'pulidos y posteriormente expuestos a la radiacidén laser de

1064 nm, se obtuvo una GSA con un 8 % de eficiencia. Se considera que este
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Figura 5.
Uno des los cristzles crecidos.

valor de eficiencia puede ser sensiblemente aumentado al mejcorar las con-

diciones de elaboracidén anteriormente descritas.

Las muestras ahi obtenidas fueron encapsuladas, con el fin des evitar su

deterioro, en el sistema mostrado en la Figura 6,

e | ¢,L:>

. ] Figura 6. Esquema de la celda
' de proteccién del cristal
para su uso.

A: Montura dei cristal.

B: Fijador Yermaoonductor.
€1 cristal.

D: Ventanes.

Para la elaboracidn de estas celdas GSA deben tomarse en consideracidn
algunas cuestiones bésicas, como es el hecho que la mixima. interaccidn
del haz luminoso con el medio no lineal ocurre cuando el mismo se propaga
en el plano 110. Cuando dicho haz incide con un &ngulo de 90° con el eje
Sptico se alcanza una eficiencia &ptima del proceso. Esta es -~ orienta-
cién utilizada para la sintonia por temperatui~. Para la sint 1 angular
el haz posee un &rgulo dependiente de la frecuencia del laser En general
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es preferible utilizar la sintonié por temperatura ¥ST) gque la sintonia
angular (SA) dado que esta filtima brlnda menor eflc1enc1a por diferentes
causas. Sin embargo, el rango de sintonia. que permlte la ST se limita al
orden de 10 nm para una’ var1ac16n de 100 °C. Los cristales de GSA sintoni-
zados angularmente se orientan con una desv;ac16n de hasta 10 minutos con
respecto al &ngulo polar exacto para una frecuenc1a dada. La celda en
cuestibn debe ser colocada en un sistema éptlco gue permita una sintonia
fina de 10 segundos para un_usp-adecuadq, '

En la SA el alineamientgvdeizéngulo ¥ es un paso critico. Frecuentemente
se dibuja una linea en"uﬁafﬂé'las daras‘del cristal para marcar la
posicibn del eje 6ptido;jE1 cristal debe ser sintonizado alrededor de un
eje perpendicular a esta cara. La rotacidn del cristal alrededor de un eje
perpendicular a la cara pulimentada o a la 3ra cara, no resulta tan cri-
tico como la sintonia fiha de ¥. La necesidad del montaje de estos
oristales como muestra la Figura 6 se debe a su carfcter higroscpico y su
deterioro por choques términos.

Por elle, estas monturas comprenden un fijador termecenductor y un
sellado hermético del cristal, gque se legra con un fluido inerte o con
nitrdgeno seco.

Durante el uso en laboratorios, donde las variaciones de temperatura
pueden ser mayores de 0.5 °C, se precisa la sintonia frecuente de estas
celdas. Esto puede evitarse mediante la combinacibn de SA y ST. En este
caso, el cristal se opera a una temperatura de 40 °C para eliminar los
efectos de los cambios.de temperatura sobxe.el cristal, '

CONCLUSIONES

Se disefi8 y construyd satisfactoriamente un sistema cristalizador termos-
tatado apto para el crecimiento de KDP por el m&todo de ESTC., Se reali-
zaron crecimientos en busca de condiciones;ﬁptimas hasta obtener cristales
de dimensiones adecuadas con calidad satisfactoria.

Con los cristales ébtenidas.se construyefon celdas para la generacidn
de segundos armbénicos (GSA). Ademds del disefio de estas celdas, se
explican algunos aspectos de indole préactico para el uso.de las mismas.
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RESUMEN
Se. comparan los modelos ae reten016n ‘de’ agua de Gardner, de Brooks vy
_Corey y de Van Genuchten para dlferentes suelos Yy ge obtlene el mejor

'ajuste para el modelo ‘de 'Van Genuchten. sé ofrecen los valoreé de los
parémetros para este modelo para algunos agrupamlentos cubanos.

ABSTRACT. “ |

'Watér retention models of Gardner-'Brooks and Corej and'vahFGéﬁﬁehten are
compared for dlfferents 50115,.The better adjust 1s obtalned for Van
Genuchten model. There- are. shown the values of the Van Genuchten
parameters for some klnds of cuban 50115.

I NTR 0 D uccl 0 N
La capac1dad gue tiene el ‘suelo de retener el agua es reconoc1da como

“una de sus- propiedades qiie hace pOSlble la vida de las plantas al:
propiciarle ‘agua necesaria durante el. periodo de - tiempo que medla entre

las lluv1as o los rlegos
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Esta propiedad puede explicarse de forma seﬁcillgtpor el'hedhp de que el
suelo constituye un medio poroso que, desde el punto de vista fisico, estd
formado en primera aproximacibén por un conjunto de tubos capilares o
también llamados "cuellos de botellas" (Dullien y col., 1974) de dife-
rentes dxémetros; estos tubos (poros) en virtud de los fenfmenos de
capilaridad y tensién superficial, retienen el agua. Si se ejerce en el
suelo una succibn dada, el agua va abandonando los poros de mayor radio
hasta un cierto 1fmite, y en dependencia del valor de dicha guccidén y del
volumen de los poros de radio menores que ese cierto limite, en el suelo

quedari una humedad determinada.

g1 valor de la succién (tensidn) puede obtenerse experimentalmente
mediante aparatos tales como el tensifmetro y la prensa Richards, y el de
la humedad por método gravimétrico o mediante la sonda de neutrones. Con
el_conjﬁnto de valores de tensiones y humedades es posible construir un
gridfico que recibe el nombre de curva tensisn-humedad o curva caracteris-
tica, la cual expresa la influencia de la estructura, la porosidad, la
distribucién de poros y la adsorcidn sobre el agua en el suelo (Hillel,
1971).

El ajuste de un modelo analitico a la curva tensibn-humedad permite
estimar valores no medidos experimentalmente y por tanto la determinacidn
de magnitudes tales como la capacidad de campo, la microporosidad, el agﬁé

aprovechable, la conductividad'hidrauliqé no saturada y otras.

Por otra parte, las funciones tengidn-humedad, cada una de laé Euéles
expresa analfticamente un modelo, y 1la conductividad hidréulica} permiten
a partir de la eéuaciﬁn de Richards (Richards, 1931) estimar y/o predecir
procesos como la infiltracifn, el drenéje, la evaporacidn y otros.

En el presente trabajo se exponen los modelos de Gardner (1970), Brooks y
Corey (1964; 1966) y Van Génuchten (1980) valorindose el ajuste a los
datos experimentales de cada uno a partir de la suma de cuadrados residual
media. Finalmente se brindan los valores de los par8metros del meodelo de
Van Genuchten para algunos agr:pamlentos de suelos cubanos.

MATERIALES Y METODOS

El primer modelo considerado en este estudio para la curva tensidn-
humedad es el de Gardner (1970) cuya ecuacidn es A

B = a h-b ‘ -[113

donda a y b: parimetros para el ajuste a los datos experimentales;

#: humedad
h: tensidn
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Este modelo ha sido empleado por Herrera y col.? {(1985) y‘reSuita un
casQ,particular del planteado por Broocks y Corey (1964;'1966) para
cuando la humedad residual ér se considera cero. - B

El modelo de Brooks y Corey plantea

. -
6.+ (65 % 8,) (h/hy)

r s  Para_h/hb a_l _ QEZJ

8 parath/h£"<'1

donde

8_: humedad residual (humedad_resultante para tensiones miy altas},
8 _: humedad de saturacidn,

h : tensidn, S : _ . : P

h. : tensidn de burbujas (tensidn para la cual el aire gomienza a-

desplazar el agua en 1los poros del suelo,
A : pardmetro de distribucién de poros.

Como se observa, esta funcidn plantea una variacidn brusca de 8 con h
para h = hb. Segin Van Genuchten y Nielsen (1985) esto no se observa para
curvas tensidn-humedad obtenidas "in situ" en las cuales las variaciones
de 6 con h resultan suaves y continuas. ' ‘ R

La humedad residual 6. resulta indispensable para la utilizacidn de [21;
sin embargo, en la prictica s6lo se dispone de una pérte de la curva
tensibén-humedad. Mualem (1976) propone un algoritmo para su estimacidn.

Como Seéundo modelo a analizar estd el que emplea.la ecuacidn [2]
estimado Or segﬁn_Mualem (1976} . Para'la,determinacién de~A,"hb v Or

se elabor® un programa en lenguaje Turbo Pascal soportadc'sobre MS-DOS para
microprocesadores IBM compatibles.

El tercer modelo. {Van Genuchten, 1978; 1980) emplea una funcidn
sigmoidal para la curva tensidn-humedad la cual contempla variaciones
continuas y suaves de 6 con h para todo el rango de humedades en la zona
cercana a la saturacibn. La expresidn analitica correspondiente es

_ o e -9 ' .
6 =6_ + g E—— 3]
: o [ 1+ {(ah)® ™ '

donde o, m y n: parimetros ﬁara_el ajuste a los datos experimentales.
Para la determinacifn dé los pardmetros 'y de er Serutilizé.él programa
SOHYP (Van Genuchten, 1978) en lenguaje FORTRAN IV adaptado para su

empleo en microprocesador IBM compatible.
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Un total de 97 conjuntos de datos tens;én—humedaﬁ para suelos 7
Ferraliticos, Aluvlales, Pardos, Arenosos v Oscuros Pléstlcos, ublcados en
diferentes provincias del pais fueron obtenldos en .una prensa Rlchards y
facilitadas por el Instituto de InvestlgaCLOnes de Riego y Drenaje
{IIRD). ’

Como ¢ériterio de ajuste y comparacién se utilizd -la suma de cuadrados
residual media (SCRM) definida por -

o 2
. i=1 (aest - Bexp) : -
SCRM = . : , [4]
¢ .
n

aonde

n': nfimero de pares de datos tensidn-humedad,

_ eest: valor de humedad estimado por el modelo,

eexp: valor de humedad determinado éxperimentalmente-

RESULTADOS Y DISCUSION

En la Tabla 1 se dbservan los valores medios SCRM COrrespondientes a los

‘tres modelos para lps agrupamientos de suelos utlllzados y cuando se
consideran todos los casos.

Tabla 1. Valores dé'SCRM obtenidos para los tres modelos.

Van ' - Brooks Yy

Agrupamiento ‘ Genuchten ‘ Gardne;_ ‘Corey
(VG * (e)* . (BC) *
Ferralfticos . 0.815 . 1.754 - . 5.061
Aluviales 5.604 14,910 15.630
Pardos . 3.081 1.935 . 5.376
Arenosos ‘ 1.938 7.189 . 0 2.430
Oscuros . 2.750 8.330 20.430
Todos . 2,470 6.062 0 11.350

* .Todos los valores deben multiplicarse por 0.0001

Para cada uno de lqs‘agrupamientcs fue realizado un anflisis de
varianza ent e log vaiorés de  SCRM correspondiente a los tresfmodelos

crndnaol los por pares. En la mayoria de los casos el valor de SCRM para el
modele de Van Genuchten no resultd 31gn1f1cat;vamente diferente de los
regtantes como puede observarse en la Tabla 2.
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o -k o . -
‘Tabla 2. Resultados del andlisis de varianza realizado. entre
.los modelos VG-G, VG-BC y G-BC (95 %, de probabilidad).

Agrupamiento ' VG-G VG-BC - G=BC.
Ferraliticos 'S 8 s
Aluviales S . s o NS
Pardos . : NS NS : : s
Arenosos 7 s - N8 - - 8
Oscuros : S S s
Todos s _ s S

Posteriormente no se hizo distineidn entre los agrupamiehtos, conside-
rando el total de las 97 curvas; en este caso se encontrd qﬁe existian
diferencias significativae entre los tres modelos, observindose un menor
valor de SCRM para el modelo de Van Genuchten, lo cual significg un
mejor ajuste'del'modelo_a los datos experimentales. Por otra parte, para
el modelo de Brooks y Corey con 6  estimada segln Muéiém (1976), se
obtuvo el mayor valor de SCRM y por tanto. el peor ajuste a los datos

experlmentales.

En la Tabla 3 se muestran los valores medios de los pardmetros del
modelo de Van Genuchten para los agrupamlentos de suelos utilizados.

Tabla 3. Valores de los pardmetros del modeio de Van Genuchten,

By . o . om
Agrupamiento . ~ fraccitn
: © -pss . em-1

Ferraliticos - '0.1828 .~ 0.0093 =~ '1.6011 0.3754
aluviales = - 0.1882  0.0125 '1.8656 ' 0.4640
_ Pardos | 0.1662 0.0086 1.7214 0.4191
Arenosos 0.1165  0.0197 1.9110 0.4767
Oscuros ©0.3187  0.0061 1.8243  0.4518
Todos -~ 0.2204  0.0093 - 1.7407 0.4255

Como se observa, el menor valor de er corresponde a los arencsos,

resultado 1l6gico dado que estos son los que menos agua retienen, por su
parte a los Oscuros Plasticos les corresponde el mayor valor.

A partir de la expresibn [3] se puede notar que el valor del parametro
-n! determlna que las variaciones de la humedad‘ﬁ medida gue aumenta la
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tenszén, sean m&s o menos bruscas. Para los suelkos arenosos se obtuvo el’
mayer valor de "n", lo cual concuerda con el hecho de que ‘estos suelos,
como ya fue sefalado, pierden répldamente su hunedad. Sin embargo, para
otres agrupamiéntos la interpretacidn de los valores de "n" no queda
clara, por ejemplo, la semejanza entre los valores obtenidos para
Aluviales y Oscuros Plisticos. Dado-qﬁe estos valores medios se

calcularon con todos'los_datos de cada agrupamiento para todas las profun-
didades, es posible que esto influya en los resultados, por tanto, se

hace necesario un estudio teniendo en cuenta la profundldad Yy en especial

qué tipo de horizonte le corresponde.

CONCLUSIONES _ ,
. El modelo de Van Genuchten en general logra un mejor ajuste a los datos

experimentales de 14 curva tensidn-~humedad en comparacidn con los modelos
de Gardner y de Brooks y Corey, en los suelos del pais estudlados, ubl-

cados en distintas prov1nc1as.
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PROPIEDADES CINETICAS DE LOS PORTADORES
DE CORRIENTE EN ALEACIONES DE Bh1Sbx (0<x<0.12)
'DOPADAS CON ESTANO |

G.A. Ivanov, Instituto Estatal PedagdgicoA.I. Hertsen Leningrado.
J.A. Cap6 S&nchez, I.S.P, Frank Pais Garcia,

RESUMEN _
Mediciones de las componentes del efecto Hall, termo-f.e.m. y conductibi-
lidad el@ctrica en aleaciones monocristalinas de (Bilrbex) Sn (03x50.12})

permiten calcular las movilidades de los portadores de carga a partir de
los puntos singulares (R231 = 0). Ademds se determina tebricamente el

coeficiente R123, expresado en funcidn de las movilidades y de otros

datos reportados en la literatura.

- ABSTRACT
Hall'effect experimental measurements, thermo-emf, and electric

conductivity in 51ngle crystal alloys of Bl Sb {Osx50.12) permit to

1-x
calculate the mobility of the charae carriers in accordance with the
models proposed. The parameters of the charge carriers have been
determinated from singular points (Rl23 = 0) allowing to calculate other
components of the Kinetic effects.

INTRODUCCTION ‘ _
Las mediciones de la susceptibilidad magnética en aleaciones mono-

¢ristalinas de Bil_bex dopadas con Sn en un amplio intervalo de
R
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it 3

' _ - N . _ :
temperaturas permiten establecer la temperatura a la-cual X, alcanza el

valor minimo. EStofocurre cuando el nivel de Fermi se encuentra situado
e _ :
en el punto medio de la separacifn entre los extremos L de zonas
correspondiente a huecos y electrones /1/.
k]

A partir de los valores-de-la masa efectiva para los grupos de porta-
dores T y L; y de gus respectivas leyes de dispersién /2, 3, 4/ se puede
determinar la posicibén de los extremos de zona en un intervalo de
temperatura en el cual la influencia de la gzona H puede despreciarse /5/,
mientras que uﬁilizando los datos segln /6/ para la zona H se puede
valorar el comportamlento de los portadores de carga hasta la

_temperatura de fusién /7/.

El conocimiento de 1a.posici6n de los extremos de zona, la masa efectiva

de los portadores de carga, asi como la posicidn del nivel de Fermi

conducen a una simplificacién-considerablg’del nimero de incecbgnitas en el
sistema de ecuaciopes, exprésadas en funcidn de las componentes del
tensor magnetorresistencia generalizado, lo qué permite determinar la
movxlldad de los portadores de carga.

RESULTADOS EXPERIMENTALES

Los materiales utilizados presentan una pureza inicial de 5N para el
Bismuto.y de 6N paré:el Antimonio y el Estaflo respectivamente. El método
empleado en el crecimientQ de los monocristales fue €l de recristalizaci®n. -
zonal /8/. Las muestras fueron cortadas mediante arco eléctricdo & un
tamafio de 2%x2x15 mm3 SLgulendo las principales dlrecc10nes cristalo-
gréflcas La comp03l016n Y homegeneldad de los monocrlstales fue
determinada por espectroscopia atdmica y mlcro sonda de rayos—x.'”

Losg datos experlmentales fueron tomados de /9, 10/ y medlCLones
complementarlas del presente trabajo mostradas en los gr&flcos de las
Figuras 1-4. De los resultados experiméntales, se puede determinar el
punto de transicidn del coeficiente Hall (R231) por el valor nulo, asi
como los valores de la termo-f.e.m, y conductibilidad elé&ctrica para este
punto. '

Estos puntos: sxngulares permlten de una forma més s;mple determinar la
mov111dad de los portadores de carga, y conoc1endo la masa efectiva de
estos calcular el tiempo de relajacibn. Ecte parimetro en las aleaciones
de Bi-S8b dopadas con Sn desempefia un rol fundamental debido a la

significativa dispersifn entre las zonas, posibilitando inferir en la

procnsaiigad de tvansiclfn entre zonas: L - L L =T, L -H, T -H,

ehi.
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Figura 3. Dependencia térmica de la Figura 4. Comportamiento de la com-
conductibilidad eléctrica ponente de Hall R,,3 con
Os33: en monocristales de ' " la temperatura en
(Bi1 XSbX)Sn. monocristales de

(Bil_XSbX)Sn.

CALCULO' DE LA MOVILIDAD

Suponiendo que una pequefia cantidad de estafio no influye significati-
vamente en la posidién de los extremos de zonas en las aleaciones de
Bi - Sb, entonces la posicién del nivel de Fermi puede calcularse a
partir del nfimero de estas impurezas /7/. Adem&s las concentraciones
parc1ales, asi como la termo—f e.m. de cada grupo se considera que no se
desvian notablemente de sus respectivos valores.

Para calcular la movilidad se utilizan las férmulas del trabajo /11/.
Las mismas esté&n basadas en la suposicidn de la aditividad de 1las contri-
buciones de cada grupo portador de carga presente, 51endo:
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v

T T T +i2 = 2 _ o _ 7
Ry3q 914 © 33 = ep U Uy + ep (U3) en(U3) IR ( 1)
R o2, = epl(UT)? + ep U+ (ut cos?s + Ut Senze)': | ( 2)
123 %11 eﬁ’ 1 _ 1 ‘Y2 3 : |
- - - -2 - 2
en U1 (pz cos<6 + U3 sen<9)
= T T L + . + . 2 + . z i
%11 ep U1 + 0.5 ep (Ul + U2 cos“e + U3:sen 8) + { 3)
+ 0.5 en (U" + Ug cos?e + U; sen?9)
T T L .+ :
033 = ap U3 + ep U3 + en U3 . ( 4)

En las_férmulas(a Y (3) se consider6 la inclinacibn de los elipsoides,
mientras que en la (1) y (4) la desviacién puede eliminarse de acuerdo
con /12/.

Estas ecuaciones: pueden completarse con las relaciones entre'las movi-
lidades /13/, dadas por;

. . = O e . '
18 Uyt Uy : B : 1 : { 5)
vélidas para.los grupos L, considerando la ley de dispersi&n de acuerdo

U

al '‘modelo de Lax.

En dependencia de la posicidn del poteﬁcial quimicq, para las aleaciones
en las cuales Ry37 = 0, se determinan las concentraciones de los poxrta-

dores pT,'pL, n a partir de ia condicidn de electroneutralidad,

Pon = Fp + Py - n - e

De acuerdo con la relacidn (5), las ecuaciones (1), (3) y (4) pueden

escribirse: _
- T u¥ oT L tv2 -2 v
p =ep U; U3+ ep” (U3) ~en (U3). | (7)
_ T .7 L _+ -
9,7 = ep U] +‘A ep” U; + A en Usy ( 8)
_ T T L+ D=
.033 = epr-U3 + ep U, f en U3 : ( 9)
: e T eIyl L L+ - -
a337033 = o~ ep U3 + o ep U3 o en U3 (10)
donde . _
A= 0.57(a.+ B cos?é + sen?8) = 0.89
Resolviendo ¢l sistema de ecuaciones (7) - (10} para las movilidades,

en la suposicibn de que a la temperatura en la cual R231 = 0, la influen-

ciz el grupo H suede desprec;arse,_entonces se obtiene:

)

-

TR AL
= [(011 - A033} + A-ap .U33 / ep . {11)

R - . ;e : o '_ - ’ + -
U Loggle - 333) ~ ep*(u w.aT) Ugﬁ /[ enf(o’ + o) (12)

1.2 3
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Us

_ - ¥ ' -
= Lo 3(u gy - epT(a” + aT) UT] / ep(a+ +a7) )13)

Sustltuyendo (11), (12) y (13) en (7), se determina Ug, lo que permlte

determinar las restantes mov11idades.

Los resultados de.los c&lculos_son mostrados. en la Tabla 1. La. tempe-

ratura (T) sefialada corresponde;a la temperatura de transicién R231 por el

Ty : _ . .
valor nulo. U representa el valor del potencial.quimico generalizado

calculado para los huecos T a esta temperatura. La numeracidn de las
muestras de acuerdo con su composicifn estdn en correspondencia con los
nlmeros de los gradficos experimentales de las Figuras 1 —'4.”

Tabla 1

wo. (B Sbasn T oy i wyouy rigs R
1 x=4; y=0.05 194 3.0 24 280 3 000 =-0.7 -0.3
2 ‘x=4; y=0.1 170 5.7 24 1800 -1 600 ~0.1 =0.2
3 x=4; y=0.2 190 7.5 6.3 230 140 -0,1 ~0.1
4 x=4; y=0.3 181 10.9 - 3.6 1.5 180 . 0.03 0.1
5 x=9; y=0.09 . 163 4.9 4.5 190 1.1 0.5 0.2
6 %x=9; y=0.27 168 10.0 2.3 =1.81 100 . 0.17. 0.02
7 x=12; y=0.11 128 7.7 5.3 74 -33. 0.1 0.1
8 x=12; y=0,23 138 11.5 =-5.0 -2100 65 _ 0.05 0.05
9 x=12; y=0.30 143 - 12.9 10 2400 -14  0.08 0.04

=

En la Tabla 1 se observa que para algunas aleaciones se obtienen
valores negativos de las movilidades, constituyendo un resultado errdneo,
debido a la sqposicién de la aditividad de los grupos de. los portadores
de carga sin considerar las transiciones entre zonas. La teoria de
transiciones entre zonas aln no ha sido elaborada lo suficiente que
permita calcular de forma cuantitativa estos efectos.

A partir de 1os valores calculados de las mov111dades y de las medi-
ciones de 011, se calcula ia componente de Hall R123 por medio de la

ecuacién (2}, encontréndose una satlsfactorla correspondencla entre los

valores experlmentales (REXP) ¥ teérlcos (R ), corroboréndose la valldez
123 123 _ _

del mbdelo de zonas utilizade /7/.
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CONCLUSIONES - \

Conociendo la posicibn de los extremos de éonas y‘la densidad de masa
efectiva para una posicién del nivel de Fermi, se puede determinar la
concentracifn de los portadores en cada zona. Utilizando las ecuaciones .
de transporte, basadas en la ,suposicidén de una contribucién aditiva '
de los grupos de portadores de carga, se calcula la movilidad de estos.
Este cllculo demostrd, que para determinados contenidos de estafico se
obtuvieron movilidades negativas, interpretfndose como la no validez de la
aditividad de los grupos de portadores de carga. '

A partir de los puntos. singulares dezlaSZCurvas experimentales (Riz3=0)
se puede comprobar la posicidn de los extremos de zonas, Para estas com—
ponentes con valor nulo, se determinan los par&metros de los portadores de
carga, permitiendo calcular las componentés no nulas de R123.
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LASER CON GEOMETRIA DE FILAMENTO (STRIPE)

EN ESTRUCTURAS OBTENIDAS POR EPITAXIA LIQUIDA
- EN REGIMEN DE BAJA TEMPERATURA CON ESPESOR
DE CAPA ACTIVA SUBMICRONICA

Esperanza Purfn Sopefia, IMRE, Universidad de La Habana.

RESUMEN

En el trabajo se presenta la obtencifn de un laser semiconductor con .
confinamiento separado utilizando la t&cnica de epitaxia desde fase
liquida, logréndose en el mismo un espesor de capa activa entre 100 y
- 200 A°, con corriente de umbral de 300 A/cm? . A esta estructura se le
hizo contacto en geometria stripe y trabaj® con densidad de corriente
umbral de 600 A/cm? ' |

ABSTRACT

The growth and characterization of AlGaAs/GaAs SCH-Laser (separate-
confinement heterostructure Laser) is described. The laser structure‘was
grown by liquid phase epitaxy (L.P.E.) with active layer thickness

10 - 20 nm and 300 A/cm® of threshold. With thls stripe geometry '

a J = 600 A/cm® have been obtained.

INTRODUCCTION

Uno de los problemas m&s dificiles de resolver en los laser de inyaccifn

es la tendencia a trabajar en filamentos. El filamento es una regifn muy

fina de un laser gque trabaja como ‘tal, pero en su zona vecina por pequeﬁﬁs

inhorogenidades en la estructura ique pueden ser debidas al modo de

obt#nsisn) comienza a trabajar a corrientes mayores gue la umbral. Estos
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filamentos tienden a hacer la estructura inestable,kademés introducen

rurdo y cuandsg se iacrements 2 czuzueatedpar encima de la umbral [I.,).
entonces sucede que la estructura funciona como multifilamentos.

Este problema se alivia pasando la corriente por estrechos filamentos
(strlpes} en vez de por toda el érea y asi la radiacifn de estos laser es
el resultado de la accibn de alqunos filamentos. La geometria de contacteo
stripe dlsmlnuye la corriente umbral, asegura mejor control de la propa-
gacién del modo transversal ¥y mejora la unidén con la fibra 6ptica.

Los laser con stripe sin confinamiento 6ptlco y eléctrico en la regidn
de generacifn permiten dismipuir la I, desde 75 hasta 100 mA en la regidn

del stripe y trabajar en régimen continuo de operacidén [1-41 pero el
intervalo en que se logra un solo modo y una sola frecuencia en el ré&gimen
de generacibn es pegquefio. Una disminucidn posterior del ancho del contacto
gtripe S (que es de 10-15 um) conlleva a un aumento de la densidad de
corriente umbral, esto se debe a gue se hacen importantes los mecanismos
de corriente laminar y la salida de los portadores por difusidn de costado.

En log laser con confinamiento separado (LCS) el crecimiento de I, hO

ocurre hasta 8 = 1-2 um, y esto permite disminuir el ancho del contacto S,
lo que es favorable, ya que permite disminuir Ith entre 9 y 15 mA,

aumentar el intervalo de existencia de un modo y una frecuencia de gene-

racidn hasta I = (1.5 - 3)'Ith y se eliminan los saltos en la caracteris-
tica I - v 15-81.

De acuerdo con lo reportado en [91 en laser enterrados (buried) con
confinamiento separado, se logrd r&gimen continuo con Iin = I3 mA y

§ = 1.5 um en la longitud de onda A = 1.3 um

En ei'presente trabajo se obtienen laser con geometria de contacto de _
filamento y laser enterrados sobre la base de AlGaAs/GaAs con confinamiento
separado y con espesor de capa activa entre 0,01 = 0.02 uym .

OBTENCION DE LA ESTRUCTURA

Se ha reportado ia obtencidén de laser con espesor de capa actlva submicrd-
nica por MBE [10]1 y MOCVD [111. Por LPE han sido obtenldos ‘en el sistema
InGaAsP por [121. ' ’ ‘

El perfil de las estructuras investigadas con confinamiento separado se
muestra en la Figura 1.

El problema de crecer estructuras basadas en el sistema AlGaAs con
espesores de capa activa submicrénica se resolvid disminuyendo el
espesor de la capa de transicidn, crlstalizéndo el fundido isotérmico el
cual se cambia por otros en un bote de tipo pistén [131.
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FIG.I_ PERFIL Eg vs. ESPESOR DE CAPA DEL LCS
CON ESPESOR DE CAPA ACTIVA 0.01-0.02 um

Para obtener las estructuras antes mencionadas con espesores de capa
activa entre 0.01 - 0.02 um, la capa de transicidn debe ser menor de
0.005 um, esto se asegura, por ejemplo, retirando el sustrato de la
solucidn y después mojando con otroc nuevo fundido. De esta forma fueron -
producidos los 1éSer reportados en [121. Sin embargo, esto no puede ser
utilizado para la obtencifn de los LCS en el sistema AlGaAs a causa de la
presencia de una capa de 6xido en la superficie del fundido y en la capa,
de ahi que en este caso el bote de pistén tenga ventajas determinantes.

Esta es la causa de la limpieza de capa de dxido, aseguréndose también |
un crecimiento constante ya que la capa que crece nunca gueda sin fundido
encima, pero esto trae tambi&n como consecuencia que no se pueda eliminar
la presencia de la capa de transicidn que a 800°C se sabe que alcanza
espesores de 1 um y que entre 650 - 600°C es de 0,02 - 0.03 um [131,

Esto cuando se desea crecer la regién activa submicrbnica es altamente
perjudicial, y por elloc se escoge para crecer la cépa de la guia de
ondas, el intervalo térmico entre 550 - 500°C, con esto y disminuyendo la
velocidad de cristalizacidn se tiene la posibilidad de controlér con
precisién el espesor de las capas crecidas, ya que se han obtenido
velocidades de crecimiento entre 10 - 1 nm/s las cuales son comparables a

las velocidades de crecimiento en MBE y MOCVD.,

PREPARACION DE AS ESTRUCTURAS

Scbre un sustrato tipo n de GaAs (Nd = 1,1 . 10'® cm) orientado segln el
piano {100), se crece una capa buffer n de GaAs:Te, después se crece el
emignr de gap ancho N—AlooeGa0.4As:Te. Las capas de la gufa de ondas vy lg
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zona activa no fueron dopadas. El intervalo de cristdlizacidn de la zona

activa fue entre 530 - 529°C durante 30 s .

Seguidamente se crece la capa del segundo emisor y la capa‘de contacto.
Para fabricar laser con resonador Fabri-Perott se depositan contactos y se
clivan con cuatro caras espejos, sin cubierta antirr?glectantg. La longitud
del resonador fue de entre 500 y 700 ym con un ancho de 100 pym . Se exci-

taron con corriente de impulso de 1 us con frecuencia de 1 kHz a 300°K.

La linea de generacifn para los laser planos es de 1.43 eV, el espectro
de emisidn se muestra en la Figura 2. Se prepararon con esta estructura
laser con geometria stripe y laser enterradeos gue se muestran en la

Figura 3.
: FiG.2_ ESPECTRO DE EMISION

DE LOS LCS DE AlGaAs/GoAs

= 8641,11

826 935 848 ass 065 875 A nm

FIG3-SEM DE LA ESTRUCTURA LCS CRECIDA EN CANALES,
(LASER ENTERRADO) (x2500) |
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RESULTADOS :

En la Figura 4 se muestra la caracteristica watt-ampérica de los laser
planos. Se puede ver la corriente umbral de 300 A/cm”?. En la Figura 5 se Ve

una cadena de laser funcionando con I absoluta de 500 mA.

F%ﬁwo *

s J FIG.4_ CARACTERISTICA WATT —~ AMPERICA DE LOS LCS.
6 J
’ MUESTRA
14
580 um.

T n
(e o T J
i0 -

. -3 2
$§20.5610 ¢cm

8 .
Jth =339 A /cm?
8 . _
= 67 %
. .
2 4 1
1
]
1 .1 1 T T _"
0.1 0.2 0.3 .4 0.5 A

FIG.5_ CADENA DE LASER TRABAJANDO
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CONCLUSIONES ‘ 5 L ‘
. Se reporta en el trabajo la obtenc15n de laser con conflnamlento

separadc con espesor de capa activa entre 100 y 200 B con corriente umbral
de 300 A/cm? con comportamiento semejante a los obtenidos por MBE y MOCVD.
Esta estructura con contacto en geometria stripe trabajd con una corriente
umbral. del orden de 600 A/cm?

Este trabajo fue realizado en los laboratorios del Instituto IOFFE de la
Academia de Ciencias de la URSS, Leningrado.
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MONTAJE DE UN SISTEMA PARA LA DETERMINACION
DEL ANCHO DE LINEA DE RESONANCIA
FERROMAGNETICA |

&A. Iglesias Cerveto, Laboratorio Central de Telecomunicaciones
A. Gonzdlez Arias e I.V. Guerasimenko, Departamento de Fisica Aplicada,
Facultad de Ffsica, Universidad de La Habana

RESUMEN

El uso de dispositivos sobre la bask de ferritas es muy amplio; pero en
cada caso, las propiedades del material a utilizar eét&n determinadas por
su aplicacidn especifica. En algunos casos de ferritas para digpositivos
de microondas, el valor del ancho de la lfnea de resonancia AH, relacio-
nada a las p&rdidas de energia en el material, es un parametro mﬁy
importante para ser tenido en cuenta. En este trabajo se describe el
montaje de un sistema para 1a determinacibén de AH y los resultados cbte-
nidos al caracterizar ferritas de L,iZnMnTi a la frecuencia de 812 MHz.

ABSTRACT , _
The spreading of ferrite-based devices is very wide but, in every case,
the properties of the material in use is determined by its specific
application. In some cases of ferrites for microwave devices, the line
width of the ferromagnetic resonance AH, related to the energy losses in
+he material, is a very important parameter ﬁo be taken into account. In
this paper a system is described for the measuremeht of the line width 2H
at low microwave frequencies, and thé results obtained when measuring
LisnMnTi ferrites at 812 MHz.
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1. INTRODUCCTION

El empleo de dispositivos.basados en materiales de ferrita en los
'sistemas‘de=radiocomuhicaciones es muy amplio. Sin embdrgo, en cada
~caso particular las exigencias de uso requieren materiales con cuall—
"dades muy especificas, y resulta 1ndlspensable determlnar experlmental-
mente una serie de par@metros qaracteristlcos en dependencia del uso
especifico que se le dard a la ferrita en cuestidn. En el,caso de las
microondas, uno de los parfmetros de mayor interés es el ancho de la
1fnea de resonancia’ ferromagn&tica AH. Eéte'par&metro se relaciona con
lags pérdidas de energfa en el seno del material cuando este se encuentra
bajo la accién de un campo magnético variable de alta frecuencia.

A continuacién se describe el montaje'de un sistema para la medicidn
de AH y los resultados‘pbtenidos en mueStras de ferrita de Li%ZnMnTi a
la frecuencia de 812 MHz. .

2. RESONANCIA FERROMAGNETICA

Y Los materiales magn&ticos presentan el efecto de resonancia ferro-
magnética cuando, en presencia de un campo magné&tico constante H,, se
aplica otra variable en el tiempo h(t) y normal al primero /1/. La reso-
nancia tiene lugar cuando la frecuencia de la sefial aplicada coincide con
la frecueﬁcia de precesidn W, =Y HO (frecuencia de precesibn de los
momentos magnéticos de los &tomos del material gue poseen momento magné&-
tico no nulo alrédedor-de la direccidn de Ho);‘Y = ‘ge/2mc es la constante
giromagnética, donde g es el factor de Landé, ¢ la valocidad de la-1luz

y e/m la relacidn carga/masa del electrén. '

Si H, es tal que la ferrita estd saturada, la magnetizacién del
material toma su valor m&ximo Ms., En ese casc es posible establecer la
siguiente relacidn entre las cOmpohentes m; de la magnetizacidn édidional
originada por el campo variable h(t) =_hoeth y las componentes hi de la
amplitud de dicho campo /2,3/. ' '

e T O

m.! = |x_ X 0 | '

b2 BN yx yy | hy o _ (1)
m 0 0 0 h

2 - Zz

Los elementos X13 de la matrlz susceptlbllldad poseen parte real e

imaginaria 'y cumplen las cond1c10nes

- !

p:4
xx ~ Tyy
| (2)
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Qonsxﬂerande la onda electromagndtica en el seno .del material como
formada por dos campos: magnéticos 01rcu1armente polarlzados, rotando
en sentidos opuestos (+ y -) cen frecuencia angular w, la susceptibilidad
puede ser expresada como ‘ | |

X, = X} - X} | (3)

donde X' v X" ge obtienen al agrupar 1a parte real e lmaglnarla de los
térmlnos en (2) El térmlno X“ representa las pérdidas de energia por
absorcifn en la muestra a cualqu;er frecuencia, y tiene la forma

W T

Xy = —— - (4)
* (wy=w) 22+l '

m
atbmicos.

donde w,_ = 4TM_ ¥y T es-e1‘£iempo de relajacibn de los momentos magné&ticos

Mantenlendo constante la frecuenc;a w y variando el campo H se obtiene
una singularidad cuando W, = w (resonancia). Se acostumbra deflnlr el
ancho de la linea de resonancia como el ancho de la curva (en valores de
H) corresPOhdiente a la mitad del valor miximo de absorcién. Designando -~
‘por AH este valor, el mismo se relaciona con el tiempo de relajabiﬁn /47 -
{y con las pérdidas de energia en la ecuacibn (4) de acuerdo a: . - .- -

3. INSTRUMENTACION

Existen diversos métodos para la determinacibn experlmental de AH. En
este caso se utilizd el recomendado por la norma de la Comisidn Inter-
nacional de Electrotécnica er su publicacifn 556 de 1982 /57. _El mnétodo se
basa en el establecimiento de una onda TEM en el interior de una cavidad
resonante construida de forma tal que el campo magndtico transversal tiene
una intensidad alta en la regifn prdxima al conductor central, alcanzando .
su valor m&ximo en el centro geométriceo de la misma. Es‘precisamente en
este punto donde se coloca la muestra a medlr, de tal manera que sobre
ella gquedan apllcados de forma 51mult&nea el campo magnétlco constante y
la sefial de radiofrecuencia, con su componente del wvector magnétlco normal
a la direccidn del campo constante.

El sistema de medicifn estd compuesto por un generador de radio-
frecuencia, una cavidad resonante que se coloca entre los polos de un
electroimdn vy un sistema de deteccibén (Figura 1).
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Electirotidn

Generador | Q ' )
de rf ] Detector

Figura 1. Esquema del sistema
“ de medicibn.

Graticador xg

Para energizar el electroimén se utilizé una fuente estabilizada
Philips, Mod. Pe 1520. El mismo posee polos de 99 mm de di&metro y pro-
‘porciona un campo méximo H de 4.56 kOe para una,corriente de 6A cuando la
distancia entre polos es de 40 mm . Los valores del campo magn&tico
generado por el electroimdn se determinaron utilizando un gaussimetro
Redcliffe tipo 102-D, de aprecdiacifén 0.1 Gauss. Se midif6 H en funcidn de
la intensidad de la corriente aplicada al enrollado para diferentes posi-
ciones paralelas a la superficie de los polos (r) y para diferentes o
separaciones de los mismos. El ancho de la zona entre los polos paralela
a las caras donde el campo es uniforme es tambi&n de 40 mm .

La cavidad resonante, construida de latén con recubrimiento de pléta vy
abierta en los extremos, aparece en la Figura 2a. El campo magnético se
debe mantener lo mds constante y uniforme posible dentro de la cavidad, lo
gque requiere un cuidadoso disefio del sistema de medicidén. La frecuencia de
resonancia esti determinada por la longitud del elemento central. En la
Figura 2b aparece la dependencia frecuencia de resonancia vs longitud-
obtenida experimentalmente. El detector utilizado es un analizador de
eBpectros marca Anritsu, Mod. Ms-62C. '

o PORTA MUESTRA

Figura 2a. Cavidad
. resonante

L1 = 180 mm

Wi 360 mm
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Para llevar a cabo la medicibn a una frecuencia determinada se establece
un nivel determinado de potencia a la entrada de la cavidad, con el auxilio

de atenuadores, y se mide el nivel de salida de. la misma con el detector
acoplado, anotdndose este valor (ao). El tornillo con la muesStra acoplada

se introduce en el orificio central de la cavidad (ver Figura 2), procu-
rando gque la muestra guede lo m8s pr&xima posible al conductor central
pero sin tocarlc. Este procedimiento no debe alterar el valor dé”ééi”

Seguidamente se varia el campo magnético H hasta que ocurre la méxima
absorcidn a, y se determina el valor medio de la potencia consumida gy
Una vez establecido este valor, se varia el campo magn&tico H por debajo
y por encima del valor de resonancia H_., anotando los valores H1 V4 H2 del
mismo en gue se alcanza el nivel de salida Ay - El ancho de la linea de
resonancia viene dado entonces por:

bE =B, - H| . (6)

En nuestro caso, las mediciones sé'llevaron a-cabo a 812 Mhz. El sis-
tema utilizado también'permite.llqvar a cabo el registro automitico de
las curvas, a costa de una disminuwcién de la precisidn de los resultados.

ks

4, PREPARACION DE LAS MUESTRAS v

Muestras de ferrita de composicidn general

LlB.S(1—x+y)znleyFe Mn 0,

[2.5-0.5 (5%+3y) -z—k]
con x = 0.2, y = 1.05, z = 0.05 y k variando entre 0 y 0.05 se prepararon
por el método cerfmico convencional, adicionando pequefias cantidades de

Bi,0, con el fin de favorecer la ginterizabilidad /6/. Los polvos se mez-
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claron y molieron durante 1 hora por via hiimeda eﬁ etanol, fueron pre-
cocidos a 850 °C, compactados en forma de tabletas de 6 mm de difmetro y
ginterizadog al aire a la temperatura mdxima de 1050 °C, durante 3 horas.

Las muestras a medir se desbastaron hasta alcanzar la torma de pequefios
cilindros con un. difmetro (D) de aproximadamente 3 mm y un e€spesor’ (d)
tal que 4/D < 0.05, de acuerdo a lo recomendado en la literatura. Cada
disco se fija posteriormente en el extremo de un tornillo de material no

magnético (nylon de alta densidad).

Unidades
f relativas

Figura 3. Curva de
resonancia
ferromagnética
para una ferrita
de LizZnMnTi.

i K.Oersted

0,200 0,400 fOﬂn' 0,800

Hrz0,53)
5. RESULTADOS Y CONCLUSIONES

Con el fin de verificar la reproducibilidad de los resultados y la
validez del método, se realizaron grupos de diez determinaciones de AH
en varias muestras diferentes. En cada caso se midieron las corrientes
en el enrollado del electroimén I,, I,el. que corresponden a los:
niveles de potencia descritos en la seccibn 3, determinindose los valores
H vy H, . .BEn la Figura 3 aparece la curva de resonancia obtenidampara una
de las muestras, donde es posible observar el campo de resonancia H v el
ancho de lfnea AH. La absorcifn de energia est8d medida en unidades
arbitrarias. En la Tabla 1 se muestra uno de los juegos de valores
obtenidos.

Tabla T

I: I, Hi H, AH I, Hp
(ma) (mA) (kOe) (kOe) (0Ge) (mpA) (kOe)

1 585° 670 0.480 0.546 65,6 650 0,530
2 582 669 0.478 0.545 67.1 646 0.527
3 582 668 0.478 0.544 66.3 643. 0.525
4 577 669 0.474 9.545 70.9 646 0.527
5 577 668 0.474 0.544 70.1 643 0.525
6 577 666 0.474 0.543 68.6 641 0.523
7 579 667 0.475 0.543 67.9 640 0.522
8 579 666 0.475 0.543 67.1 641 0.523
9 576 667 0.473 0.543 70.2 640 0.523

10 583 666 0.479 0.543 64.0 642 0.524
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21 valor medio de AH y la desviacién standard ¢ obtenidos para tres
muestras diferentes, del mismo lote de polvos (lgual composmclén Yy ‘
tratamiento), aparecen en la Tabla II.

Tomando 0//—10) como una medida del error absoluto, se obtlene una
contribucidn del error accldental al error total de entre 0. 7 {muestra
4,2) y 1.7 % (muestra 43), lo que representa un valor adecuado para medi-
ciones magnéticas. El valor promedlo de las tres muestras es AH 68 6 Oe.
#n la Tabla II también se muestran los promedios para el campo de ‘resonan=-
cia Hr gue proporciona una media general de 0. 527 kOe. '

Tabla II
Muestra CH(medio) . Hy
’ {Oe) . (0e) (kOe)
M-130790-41  68.9 13.76 0.517
M-130790-42 69.2 1,70 0.538

M-130790-43 67.8 2.09 0.525
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