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A continuacién se realiza el estudio del a&tomo hidrégeno piénico
Hm, mediante una teoria local efectiva, la cual podria generalizar
los estados ligados hadrénicos, permitiendo la superposicién de los
potenciales fuertes y electromagnéticos [1]. Se desarrolla el estado
ligado Hm, con interacciones fuertes como perturbaciones a un
sistema electromagnético, a bajas energias (teoria efectiva local).
Primero se deducen las ecuaciones del cambio en los niveles de
energia y la taza de decaimiento del sistema, siempre en el estado
base de interaccion s. A través de la condicion de equivalencia
dichas expresiones estdn dadas en términos de las longitudes
de dispersion de ondas s. El principal objetivo es encontrar una
solucion al sistema de manera simultanea y obtener una region
convergente de valores para las longitudes de dispersién de ondas
S.

In this work the study of the propionic hydrogen atom
Hm is performed through effective local theory, which might
generalize hadronic bound states, allowing overlapping and strong
electromagnetic potentials [1]. It develops the bounded state Hr,
with strong interactions as perturbations to an electromagnetic
system, at low energies (local effective theory). First we deduce
the equations of the change in energy levels and the decay rate of
the system, always in the base state of interaction s; Through of the
equivalence condition these expressions are given in terms of the
wave scattering lengths s. The main objective is to find a solution to
the system simultaneously and obtain a convergent region of values
for the wavelength dispersions of s.

PACS: Hadronic atoms, 36.10.-k; scattering, 13.85.Dz; scattering length s-waves, 11.80.Et; low energy, 11.80.Et

I. INTRODUCCION

El dtomo Hm, similar al dtomo de hidrégeno, es un
estado ligado creado principalmente por las interacciones
electromagnéticas. La diferencia estd en la estructura interna
del pién, la cual genera una perturbacién al potencial del
sistema debido a las interacciones fuertes que se presentan
entre los quarks del protén y el pién. Ya que el radio de Bohr
en el estado base de energia para el atomo Hm es mayor que
el radio de interacciones fuertes (para el &tomo Hr el radio en
el estado base es aproximadamente 220 fm, mientras el limite
maximo para las interacciones fuertes esta alrededor de los
10fm [1]) esta perturbacién es mds significativa en el estado
base, mientras que se hace menos evidente para niveles de
energia superiores. Por esta razon, el estudio de este cambio
en el espectro de energia puede ser tratado mediante la
teorfa de perturbaciones a bajas energfas, lo que hace todo el
tratamiento una teorfa efectiva local.

La importancia de este tema se debe principalmente al
desarrollo de una teorfa que aunque efectiva local, busca
generalizar las interacciones entre hadrones a bajas energfas.
Ademads, en este tipo de estados ligados se acoplan tanto
interacciones fuertes como electromagnéticas, lo cual podria
arrojar nuevas referencias para tratar el problema de gran
unificacion.

II. ATOMO HIDROGENO PIONICO

El 4tomo Hrt es un estado ligado formado por un protén p y
un pién nt~. La funcién de onda en el estado base para este
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dtomo esta dada por [2]:
Pk dk,63(P — k- —k
[Hr(P)) = —— al 2
(2m) V2E - (k) y2E, (Ky)

X ﬂZEO(kn’ + kp)q)O(kn’)ln_(kn’ )p(kp»

Aqui Eg(kr- +kp) es la energia total del &tomo Hm en el estado
base definida como:

Eo(kr +k;) = VM2 + PP;

donde P el momento de estado Hn, y M = my + My~ su
masa; ®y(kr-) la funcién de onda del pién ligado al protén
en su estado base, en el espacio de momento. La cual esta
normalizada por:

&k
(2n)?

@

()

|Po (k) = 1. ®)

El ket |7 (kn-)p(ky)) es el vector estado de la interaccién
pién-protén definido por [3]:

™ (k- )p(Ip)) = af- (k- )y (Kp)IOY; 4)

con u;, ko) y a;;(k,,) los operadores creacién para el protén 'y

del pién a partir del estado vacio. Para estos operadores estan
definidas las reglas de conmutacién y anticonmutacion [4].

. PARAMETROS DEL ATOMO Hnt

La interferencia entre los potenciales de interacciones
electromagnéticas y fuertes, causan un cambio en los niveles
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de energia para el estado ligado p + 77, en comparacién al
dtomo de hidrégeno. Ya que el m~ mds masivo que el electrén,
se ve atraido por el protén, cayendo a través de los orbitales
energéticos hasta que es frenado bruscamente debido a las
interacciones fuertes. Este repentino frenado se ve reflejado
en una emisién de rayos X. Esta interaccién produce un
corrimiento € en el nivel energético, ver figura 1), el cual
es més evidente en el estado base de energia [5].

Niveles energéticos

28

1s por interaccion eléctromagnetica

corimiento por interacciones fuertes €

1s medido

Figura 1. Corrimiento del nivel energético debido a interacciones fuertes.

Por otro lado, las interacciones fuertes, hacen que el estado
ligado sea inestable, luego existen la taza de decaimiento y su
respectiva vida media. La relacién entre estos dos parametros
y la matriz de interaccién esta dada por [2] [6]:

(Hn(P)|T|Hm(P)) R LT
2E\(P)TV Is 55

-

TV—>co

©)

P=0

En teoria de perturbaciones la unitariedad de la matriz de
interaccion es importante, ya que permite realizar la siguiente
descomposicién [4]:

S=1+iT; (6)

donde T es la perturbaciéon al sistema. Ya que esta
perturbacion esta dada por interacciones fuertes, se relaciona
con la energia de interacciones fuertes T = F(£,), donde £
es la densidad lagrangiana de la interaccién.

Si aplicamos la serie de Dyson [7], considerando solo dos
ordenes en la expansién se aprecia que la perturbacién
estd dada por:

T=_ f e ) + f dhxd e T[2i(0) €i(x)] @)

El valor esperado de la perturbacién para el 4tomo Hn™ es:
(Hr(P')[T|Hn(P)) = —(Hn(P")| fd4x1>31(x1)lH7t(P)> +

() f Fud T () 2(0) | Hr(P)).

Debido ala naturaleza de la matriz de transicién en el proceso
de perturbacién se tiene:

(Hn(P")[TIHT(P)) = (2r)*6* (P ~ P') [-(Hn(P")|2(0)| HTe(P))

+ % f dx(Hr(P)T[L(x)LO)IHR(P) | . (8)
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El término (2n)*0*(P — P’) estd definido como el

cuadrivolumen TV para P = P’ [6], luego:

(Hr(P')[T|Hr(P)) _

v —(Hn(P")|2(0)[Hn(P))

v [ @ mE@LeHE) ©

Ya que el espacio para el sistema no es limitado TV — oo, y:

Hn(P')|T|Hm (P
Jim HTEED ey o)m(pyy
+%fd4x<Hn(P')|T[2(x)8(0)]|Hn(P)>. (10)
Comparando las ecuaciones (5) y (10) se tiene que:
€l, = ~3 gy D)L OH(P) ay
o= g | A xEREITE@LOIHRE)). 12)

Se ha tomado la representacion de €] como el término de
primera aproximacién para el corrimiento.

IV. CALCULO DE e},

Para desarrollar el calculo, se retoma funcion de onda en el
estado base del &tomo Ht ecuacién (1):

1 [

€=~ 7

T 2E(P) | 21)° J \2E. (k) \2E(K)
Bk, dk,

X J2Eo(K, +K.
\/2E -(kr-) \/ZEn(kp) ollor +1)
X 2Eo(kn- + k)8 (P — K- — k)8 (P — kn- — k)

X XDy (K. )Pk )t (K )p(RILO)Im (k- )p(K,)) ]

(13)

El factor del valor esperado de £(0) es la amplitud del
proceso. Para solucionar las integrales con respecto a k, y k,
se aplica (P — k- —k;) = 6(k, — (P —kx-) [8]. Se cumple asi el
principio de conservacién de la cantidad de movimiento;
P=k, + kp, luego kp = P — k,-; entonces:

R 1 T dSk’ VZEO(P') (19)
Is = 2Ey(P) | 2m)® V2E (K

y k- \2Eo(P) 7 (k- )Po(kr-)
V2Er-(kn-) (3B, (P — k) [2E,(P' — K,

donde T es la amplitud. Considerando que la interaccién
es vista desde el marco de referencia del centro de masa,
entonces el estado ligado Hrt estd en reposo, luegoP = P’ = 0,

ARTICULOS ORIGINALES (Ed. E. Altshuler)



lo que implica que k- + k, = 0y |ky-| = [ky|. Ademds
considerando los conmutadores para los momentos [9], k/,- =
k; = k; luego:

PrDy (k) ]2 )

e%s =-T f
(2m)3 \2E- (k)2E, (k)

_—

Figura 2. Interaccion p + i~ vista desde el marco de referencia de centro de
masa del sistema.

En este caso consideramos el proceso m~ +p — mw +p.
La amplitud T para este proceso se obtiene por simetria
de Isospin [10]. Ya que esta interaccién se ha considerado
con interacciones fuertes de baja energia, se puede aplicar la
condicién de equivalencia, en términos de las longitudes de
dispersién de ondas s [1]:

12 3/2),

T = 8m (m,T +myp)(2a, (16)

luego:
1 Proyk) )
6%5 == 371 2 (mﬂ + mp)(zal/z + 113/2) ( MJ . (17)

En el limite de bajas energfas, la masa del prot6n se hace muy
grande en comparacién con el momento m, >> k:

. /ZET(k)ZEp(k) =2 \Jmy(my- + k)Y (18)

Obteniéndose:

el = =2 (2012 4 g2 Do) ) (19)
1s Bu 0 (n )3 (1M + k2)1/4

Donde se ha introducido la masa reducida del sistema H.
Para resolver esta tiltima integral es necesario considerar la
funcién de onda en el espacio de momento ®y(k), la cual esta
dada por [2]:

4r; e%s puede ser escrito:

1 27'(21/2 3/2 4 VA \mg-
T o

0 00 2
dkdr jo(kr)Ro(r)r?k>
xff (m2_ + k2)1/4
0 0 T

Introduciendo la funcién de onda para el &tomo de hidrégeno
en el estado base para = 0 y las funciones de Bessel [8]:

21)

_ ! sin x
i) = (=) (x dx) (=) 22)
Sustituyendo en €], se tiene:
270 12 32 2 /M- r -7
eis:—@(z% +a)”) T‘Pls(O) exp(;)rdr
0
2
sin(kr)k 23)

(m2_+ K2)1/A

La solucién de esta integral es compleja; para solucionarla
se deben aplicar algunas propiedades de las funciones de
Bessel. Primero recordando que k sin(kr) = —%[cos(kr)]:

27 2 /M-
el = —@(Zaé/z +a)/%) (—T”‘Ifls(O)

(o) (o8] 2

X fexp(_—)rd i cos(kr)

(m2_ + k2)1/4
0

Usando la férmula [1 1]:

T(v+3 Lz cos(xt)dt

K, (xz) = ;
o 12 4 212
v . ( )

(24)

donde K, son las funciones de Bessel modificadas de segunda
especie y I la funcién gamma. Facilmente se puede apreciar
quer=x,t=kyz=mg, conv=-1/4, entonces:

1

3/2
0 2

X fexp(;)rdr% [K% (m - r)r’”“]

0

251> W1(0)

Vi T(3)

2n
1 _ 1/2
€, = —7—(2a,

Ahora haciendo un cambio de variable;

~ o I R VIR s
Dy(k) = Vdn f jo(kn)Ro(r)dr, (0) “TMETTIE T TR e

0 dz d d

dr = — i M- =

aqui ji(kr) son las funciones esféricas de Bessel y Ro(r) la M ’ »
funcién de onda radial para el stomo de hidrégeno. Tomando ¥ tomando la relacion [11]:
d*k = dQk*dk, y ya que el resto de la funcién es independiente 1 gk —
de las coordenadas angulares, la integral de dngulo solido es 7 =7 [27"Ky(2)] = (-1)"27" " Kisi(2); (25)
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se tiene: con u = % +tnyv= %; entonces:
1
2n 25/4 Wi5(0) 1 _ 2, 3 2
1 _ 12, 3/2 €. = (2a,"" +ay/") [W15(0)] (28)
=——(2a,/ +a )[— Is 3 1
1s 3 0 0 \/ﬁ r(}I) H \/_F(4) ,
°° 2 3 e () (355
X f 234 exp((—z/ma)Ks (2)dz | . (26) Lt 2 2 :
0
Ahora se define:
Para resolver esta integral se considera la serie de Taylor para 1 S (-1)" 3+n 1+n
exp(—z/my-a) e introduciendo el radio de Bohr para el stomo  O(n) = T —2"* ( ) F( > )F | (29)
Hn: \/EF(Z) n=0 n mn
entonces €1 puede ser escrito como:
25/4 W15(0)
%S = __(2 1/2 3/2)[ v— 1_,51 (27) 1 _ 27 1/2 3/2 2 2.
() €5 = —5(2% +ay") [W15(0)]° (O(m))~; (30)
o 2
X Z (_1|) (ﬂ)n f 2K (2)dz | . donde O(n) son términos de correcciones de orden n
= ' \Mn J ! realizadas a e}, conn =0,1,2,3...
Aplicando la férmula [11]: V. CALCULO DE I'g
- ptv+1 p—v+1 Se retoma la ecuacién (12), considerando el producto
f xt Ky (x)dx = “‘11"( )F( ) ; cronolégico de Dyson, y la funcién de onda del Hmt en el
2 2 marco de referencia del centro de masa:

- 1 f” P f K Pk, Pk &k, S +1)
s = —— X —X T
BT e J V2E (k) 2, (k) V2Er (ki) V2E, (k) '

1
rls:Z(

X 8 (k- + I (1™ (K- )p(I)IL0) L) 7™ (k- )p(Iey)) P (7 )Po(Kr-) + f d*x@(x) f 7

(o]

e K,
Er-(K}-) \/2Ep(k;)

—00

d’k,

(K- + k) 0% (K- + k)P (K- ) Do (e )™ (7 )p (K )| L(x°) L(0) ™ (ke )P(kp)>]

\/ZE (k -) 2E, ()

(e8]

BkDy (k) )2

4 _,0 - _ 0 _ _
E (OB (R) |. [ d*x@(—=x" )~ (k)p(-k)| L)L) (k)p(-k))

[e9)

+ f () (Wp(-k)| L)L) R)p(-k))]

—00

Ya que se estd trabajando sobre un decaimiento, con el fin de no perder informacién es necesario considerar todos los
estados posibles después del proceso. En este caso se considera el canal 7~ + p — n” + n. Los estados para cada particula
sin considerar spin estdn normalizados y ademads forman una base completa ortogonal, luego se pueden introducir a la
ecuacion sin alterarla de la siguiente forma [4]:
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Q- Q,
f(zn)32E (QTL 271)32Ep(Qp) X |n(Qn’)p(Qp))(n(QT[’)p(Qp)H-
1 dsQnO dSQn
T2 f (271)32E0(Qr0) (27)32E,(Q,)

|T[(Qn0)n(Qn»(n(Qno)n(QH)l;

11 (1 Ay (k) N B N
573 (zn)e((zn)3 m] f 0(-x") f E @) B, " WO (Qp(Q,)

dSQn’ & QF’
En-(Qr-) Ex(Qp)

X (Q PQILE) (Wp(—k)) + f #20(:0) f

—00

(n”(1p(-11L(x")Im ™ (Qr- JP(Q)Nm ™ (Qr- )P(Q,)

xL(O)m” (K)p(-k)) + f x0(~x") f PQn  dQ,

0. ExQ, )< “(Kp(=K)ILO)"(Qm0)(Q)){* (Qro)n(Q,) L)~ (I)p(~K))

4 0 d Qno d Qn - _ O\ 0 0 _ _
fd xO(x )f E~(Q.) Ey (Qn)< (I)p(=K)|L () (Qr0)n(Q,)){7 (Qr0)n(Q,)|L(0) 7™ (K)p(=k)) | .

Ya que I'ys esta relacionada con un proceso de decaimiento, los estados eldsticos estan prohibidos [8], entonces no aportan
para este cédlculo. Solo los procesos de decaimiento se consideran. A los términos de procesos eldsticos se les define como el
corrimiento en el nivel energético de segunda aproximacion €3, ya que provienen del factor de segundo orden en la serie
de Dyson. Luego:

11 (1 Prdok) f . f PO d*Q, . .
= — kp(-Kk)|L ) 0 0
M = 35 o [(W W] 1O(x) [ s ST (PRI Qe n(Q N (Qre)
xn(QILE(p(-10) + f treu) [ L9 Ed(g”)< 7 (PRI (Qu)n(Q)) Qe )n(Q,)
x [ (p(-1)]. (31)
Mientras que: coordenadas espaciales y temporales, resolviendo las
integrales de momento se tiene:
o1 1 [ 1 d3k<1>0(k) :
d4 N dst e (e ) VB E,(K
x®(—x )fE T %
-(Qr-) Ep(Qy) 3Qp  d°Qy ,
” * [ s a0 (@ + Q) (PO
X <7T p(=K)ILO)I (Qr-)P(Qp)X7 (Qr-)P(Qy)l N Oy
X(Q0)1(Q,)){1(Qr0)1(Q,)IL ()™ (k)p (=)
Q-
X () (k)p(— k)>+fd4x®(x0)fE BQn  dQ
-(Qr-) fd()@‘)f < 5% (Qr0 “(k)p(-k
) J] 000 | E o E e (@ Qi (0p(-k)
Qp
p(Qp)W (p(-K)ILEIm Qe )p(Q,)) XL [7°(Qr0)n(Q,)) (m*(Qr)(Q,)IL0) I~ ()p(—K))]
X (117(Qy-)p(Qy)IL )l (K)p(-k))] (32)

Continuando con el célculo de I'yy; y separando las Utilizando la relacion entre las funciones delta y escalén para
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mesones [4]:
O(2x°) = 216(Er0(Qpo) + En(Qy) — Er- (K) — Ep(K))0(x°).

Integrando en el limite de bajas energias k — 0 con respecto
a las masas de las particulas, luego:

_(TTL’P—mUn)Z ( 1 dSchO(k) )2

" =Tsem e ) VB oEew
% [f dQQzé[En(‘ (Q) + En(Q) — My — mp]]
Ex(Q)Eq(-Q) '

(33)

Realizando un cambio de variable en la integral ast:
dE

4E QdQ .
B [m2, + Q2 \Jmy + Q2
Se tiene:

_ (Tn*panon)zQ 1
8Q2m)(my- +my) | (213

(34)

ABkDy (k) ] .
VE=WE,(-K) )
Sustituyendo la amplitud por simetria de Isospin [10], junto

con la condicién de equivalencia y la masa reducida del
sistema se llega a:

8 3 1 1
fe = 9%? - Tz]z((zn)3

1_.15

KDy (k) m]z
VE=WE,(1) |’

utilizando la relacién (18):

T Gny

Prdyk) \
(e + k)14

Esta tdltima integral es la misma de la ecuacién (19), la cual
se resolvi6 para calcular ej;. Utilizando este resultado y en
términos de las longitudes de dispersién para ondas s:

3 1 2
Iy = gn% [a3 - a3] 1w OF 60,

0 — 4 (35)

VL. CALCULO DE €%

Retomando la ecuacién (32) y procediendo como el
calculé anterior, pero usando la relacién entre la funcién
escalén y la funcién ; que en este caso estd dada por [4]:

0(x) ,
En-(Qr-) + Ep(Q,) — Ex-(k) — Ep(—k)’

O(+x) = (36)

Resolviendo las integrales se tiene:

,_(Trerrr) ( 1

Prdok) )
s 162n)® | (2n)3

VE-(OE,(-K)
/ £ |
E-(QE,(~QE~(Q) + E,(-Q) ~ Eol |

X

(37)

Donde Eg = E;-(k) + E,(—k). En este caso la amplitud es
la misma que para €;; en primera aproximacién, ya que el
proceso es el mismo, entonces sustituyendo (9) y realizando
laintegral angular en coordenadas esféricas, ya considerando
bajas energias se tiene:

2
€}, = 2(mz- +m,)? (2T'2 + T92)

o[ Prdok)
(2n)3

VE-(OE,(-K)
y [ f dQQ? ]
Ex(QE,(-QIE~(Q) + E,(-Q) - M] |

(38)

Con M = my- — m,. Esta dltima integral es logaritmicamente
divergente, un problema que no se habia presentado antes.
Para solucionarlo se aplica la condicién a bajas energfas y las
teorfas efectivas locales. En el caso del &tomo Hrt el momento
generalizado de las particulas no puede exceder el valor de
Q = au [9]. De esta manera, el desarrollo y la teoria solo
son validas para este intervalo de energias, lo que la hace
una teoria efectiva local. Ya que ap = 0.887 MeV [12], si lo
comparamos con las masas de las particulas involucradas
my- = 139.57 MeV y m, = 938.272 MeV; se puede apreciar
que el maximo valor de Q es muy pequefio comparado con
las masas. Segtin esto es posible realizar una expansién de
las energfas de la siguiente forma':

QZ

2 2 —
ms_ + = My +
/- ¥ Q T 2my
2
’2 2 — Q .
mp+Q —mp+%,

entonces:

(39)

(40)

! X
@np

dQQ?

Q@ Q
7o) (m,, + m)

2
€}, = 2mq +my)* (272 + T°2) (

Pkdy(k)

\/7En<k>5p<—k>) Of (- +

(41)

1
X

QZ
mn—+m+mp+

QZ

oy, ~ M = mJ
Resolviendo la integral para Q:

2
€}, = damqmy, (277 + T9?) (42)
kDo (K)

1
x ((271)3 VE- (k)E,,(—k)J '

De forma anéloga la tltima integral la podemos llevar a la
forma de (19) usando la relacion (18):

2 [ \My-
€}, = 4o (2T"2 + T92) ( ( 271;3

Brdyk) \
(1 + K2)1/4

1La elecci6n del valor de a1, como el acotamiento del momento que rompe la indeterminacién en la integral, se debe a que el potencial electromagnético

es de la forma %,
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y ya que se toma el estado base de energia, entonces r = #, este es el radio de Bohr para el hidrégeno piénico.
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PR 12 32,
Luego en términos de a'” y a,'":

& = da (2 +aY2) (W1 O Om)*. (43)

VII. ANALISIS DE RESULTADOS

Las ecuaciones (30,35,43), proporcionan una expresién para
calcular directamente el valor numérico del cambio y ancho
de los niveles de energia en el estado base del &tomo Hr. Sin
embargo, dicho célculo estd condicionado a los valores de las
longitudes de dispersiéon de ondas s. Estas relaciones forman
un conjunto de ecuaciones, el cual puede ser solucionado,
tomando como referencia los valores experimentales para
€15 Vv I'is. Los valores experimentales medidos para estos
observables han sido publicados por el grupo Pionic Hydrogen
Collaboration en The Paul Scherrer Institute (PSI), un centro
de investigaciones altamente avanzado de tltima tecnologia,
ubicado en Suiza. Los resultados son [9] [13]:

€1, = —7.120 £ 0.011 eV; I's =0.823£0.019eV. (44)

Primero es fundamental realizar un andlisis a la serie O(n)
dada por (29), ya que cualquier termino que se desee
analizar tiene dependencia directa de este factor. El calculo
desarrollado para cada valor respectivo de n para O(n) desde
n = 0 hasta n = 10 arroj6 el resultado mostrado en la tabla (1).
Al apreciar estos resultados se puede concluir que a medida
quelos n; aumentan el valor de O(n;) tiende a cero. Esto quiere

decir que es una serie convergente, y no hay necesidad de
truncamiento.

Tabla 1. Valores de O(n)

O(n)
1

—0.00484664
0.0000302808
—-1.9568 x 10~/
1.27351 x 107~
—8.29548 x 10712
5.39879 x 10714
—-3.50874 x 10710
2.27704 x 10718
—1.47566 x 1072
9.55092 x 102

O| R[J| O T | W N~ Ol

—_
)

Por otrolado al realizar toda la sumatoria, el calculo realizado
para O(n) da como resultado que dicha serie converge al valor
de:

O(n) = 0.995183; (45)
Ya que el corrimiento de los niveles de energia
estd compuesto por dos factores, de primero y segundo orden
de perturbacién, teniendo en cuenta el signo en la ecuacién
(11) entonces:

2m

0+ sOF

€15 =

[- 0 + 245" + a3H0,(m)] . (46)
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Donde:
6
O(n) = % (O(n))? = 1.67746 (47)
2 12 | 32
€15 = g;120(3(2{10 +ay”) (48)

[-(0.995183)? + (24, + a*)(1.6774) MeV | ;

donde las unidades de MeV se deben al factor de u en (47).
Andlogamente para I';; se tiene:

_ 8.2 3] 3 1T 2,
I's = §Q(u o |:a0 _ao] (O(Tl)) ’ (49)
donde |Q| = 28.05 MeV es el momento para el cual la energfa
se conserva [14]. Segin estas ecuaciones se puede hacer un
andlisis para tres casos, sin correcciones, con correcciones
de primer orden y para correcciones de segundo orden. En

el caso en que no se consideran correcciones, se tiene las
férmulas DGBT [15]:

2

s
€15 = 3700, + ) [T O)F; (50)
8 Q3 177 2
I = o™ [aé - aé] [W1s(0)]". (51)
u
Ahora, si se considera la primera correccién se tiene:
2
e =3 e’ 2ay” + a)%) [-(0.995183)?]; (52)

mientras que I';; esta dada por (49). Finalmente tomando
correcciones de segundo orden, €;; esta dado por (48).
Usando los valores medidos para €35 y I'ts, considerando un
rango de 4 incertidumbres en cada uno de los casos, con y sin
correcciones (férmulas DGBT), se obtuvieron las regiones de
convergencia para los valores de las longitudes de dispersion
de ondas s. Los resultados son mostrados en las figuras (3),

(4), 5):

-0.130

~0.140

0192 0.194 0196 0198 0200 0202 0204

1/2 1/2
o ao

Figura 3. Resultados obtenidos para las longitudes de dispersiéon de ondas
s; usando las férmulas DGBT. La region café €5, region azul T'. A la
derecha regién de convergencia del sistema, a la izquierda la regién de
convergencia ampliada.
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3/2
ao —0.14+

0140

a2 ab’?
Figura 4. Resultados obtenidos para las longitudes de dispersiéon de ondas
s, con correcciones de primer orden.La region café e1; y azul Ty5. A la
derecha regién de convergencia del sistema, a la izquierda la regioén de
convergencia ampliada.

3/2
ay

1/2 1/2
a, a,

Figura 5. Resultados obtenidos para las longitudes de dispersiéon de ondas
s; con correcciones de segundo orden. La regién café €5, azul T'5. A
la derecha regién de convergencia del sistema, a la izquierda regién de
convergencia ampliada.

3/2
ay'” o

correccion de 2 orden

% tormulas DGBT correccion de primer orden
0

Figura 6. Resultados obtenidos para las longitudes de dispersion de ondas
s, considerando los tres casos de correcciones a la misma escala. Region
café €15, azul T'ys. En la parte superior se presenta la region de convergencia
del sistema para las dos soluciones, en la parte inferior se muestra la regién
de convergencia ampliada.

VIII. CONCLUSIONES

Con un andlisis detallado de las regiones que solucionan
el sistema de ecuaciones para €15 y I's, es posible extraer
los valores aceptables para las longitudes de dispersién de
ondas s. En cuanto a las férmulas DGBT (Figura 3) son para
a)/? [0.192875,0.203125] = 0.000625; mientras que para a, >
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[-0.1467, —0.1259] + 0.0006 aproximadamente. Por otro lado,
los valores obtenidos considerando correccién de primer

orden (ver Figura 5) son a/* [0.194125,0.2045] = 0.000625; y

paraa;’? [-0.14675, —0.12615]+0.00075. Finalmente, tomando
el segundo termino de la serie de Dayson (Figura 6) se obtuvo
a,/? [0.1944,0.2048] + 0.0006; y a;'* [-0.14675,-0.12575] +
0.00075, todos los valores en unidades de 1/m-. Se puede
apreciar un corrimiento a la derecha de las regiones
calculadas con correcciones respecto a la regién encontrada
para las férmulas DGBT. En la ( Figura 6), se muestra a la
misma escala, el efecto de las correcciones obtenidas.

En conclusién, no es posible dar un valor definitivo para
las longitudes de dispersiéon de ondas s en la interaccién
pién-nucleén. Esto de debe a la complejidad del problema,
y las aproximaciones que se aplican. Ademds, al comparar
los resultados obtenidos aqui con los diferentes trabajos
realizados y publicados por otros autores, estos valores
varfan considerablemente. Sin embargo para este trabajo los
valores de las longitudes de dispersién de ondas s, pierden
relevancia en cuanto a que la finalidad es encontrar una
solucién simultanea al sistema de ecuaciones para diferentes
estados ligados.

Para concluir si los resultados obtenidos para a(l)/ 2y ag/ 2

son aceptables 0 no es necesarios realizar los calculos para
otros estados ligados; como el deuterio piénico D, o el
hidrégeno kaénico Hk con la finalidad de buscar regién de
convergencia completa simultanea, que involucre todos los
estados y obtener asi un resultado mas preciso. Dicho trabajo
queda como una extension a este, ya que aqui se desarrollo
solo el estado Hrt. Por ahora encontramos que dicha regién
existe para el &tomo Hr, luego el método se da correcto hasta
este punto.
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