Rev. Cubana Fis. 40, 34 (2023)

ARTICULOS ORIGINALES

INTRODUCCION AL FILTRO DE KALMAN A TRAVES DE LA FiSICA

EXPERIMENTAL

INTRODUCTION TO THE KALMAN FILTER THROUGH EXPERIMENTAL PHYSICS

L. A. RopriGuez-De-TorNER*PT, G. SANCHEZ-COLINAP

a) Grupo de Sistemas Complejos y Fisica Estadistica, Facultad de Fisica, Universidad de la Habana, Cuba; abel@estudiantes.fisica.uh.cu®
b) Departamento de Fisica General, Facultad de Fisica, Universidad de la Habana, Cuba

1 autor para la correspondencia

Recibido 25/1/2023; Aceptado 10/5/2023

En este trabajo, se propone un sencillo experimento para introducir
a estudiantes de pregrado en ciencias basicas e ingenierias, al filtro
de Kalman. Consiste en el estudio de la caida libre de un paraguas
equipado con un teléfono moévil desde una altura de algunos metros.
Utilizando los datos aportados por el acelerémetro incluido en el
teléfono, se demuestra que el uso del filtro de Kalman permite
hallar la velocidad terminal sin la necesidad de realizar multiples
repeticiones del experimento. Se analizan tres métodos para hallar
la matriz de covarianzas del vector de control, y se comparan sus
resultados.

This paper aims at introducing the Kalman’s filter to science
and engineering undergraduate students by means of a simple
experiment. It consists in the free fall of an umbrella equipped with a
mobile phone from a height of a few-meters. Using the data provided
by the accelerometer embedded in the phone, it is shown that the
use of the Kalman filter allows determining the terminal velocity
without the need of performing multiple repetitions of the experiment.
Three methods for finding the covariance matrix of the control vector
are tested, and their results are compared.

PACS: Physics education (Eduacion en fisica), 01.40.-d; Demostration experiments in physics education (Experimentos demostrativos en la
ensenanza de la fisica), 01.50.My; Motion sensors (Sensores de movimiento), 07.07.Df; classical mechanic of continuos media (Mecanica

clasica de los medios continuos), 83.10.Ff.

I. INTRODUCCION

El filtro de Kalman es un algoritmo recursivo que, tomando
como fuentes de informacién un modelo lineal de un sistema
y las mediciones del vector de variables del modelo, permite
establecer el valor més probable de un vector de variables
aleatorias obtenido a partir de ellas [1-4].

Desde su planteamiento por R. Kalman en 1960 [3], su uso ha
sido muy difundido en la prediccién del comportamiento de
magnitudes de variables aleatorias de sistemas dinamicos; la
evolucién temporal de sistemas econémicos mediante estudio
de series temporales y econometria; el procesamiento de
sefiales; y el control automatico y la identificacién de sistemas
[5,6]. Sin embargo, el filtro de Kalman es rara vez introducido
en cursos de pregrado.

Es un método conceptualmente sencillo y puede ser empleado
en sistemas continuos o discretos siempre que sean lineales.
Laidea es proponer para las variables de estado del modelo de
sistema unos valores a priori (partiendo de criterios basados
en datos experimentales, la 16gica y la experiencia) y asignar
un nuevo valor (actualizacién a posteriori) a estas variables
comparandolos con la informacién obtenida de la observacién
(sensores, u otras fuentes) mediante un factor de ponderacién
de la verosimilitud de ambas (ganancia de Kalman).

La actualizacién del vector de estado y las mediciones
parten de la evaluacién de sus funciones de distribucion de
probabilidad (PDEF), siendo el célculo de los valores medios
y las varianzas la clave del algoritmo, no el célculo de
los valores en si. Esto permite el uso de fuentes con una
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gran incertidumbre (valores desconocidos y ruidosos). La
combinacién de estas funciones produce otras nuevas con
menor varianza en la medida que el filtro converge.

De esto se deduce una segunda condicionante para la
aplicacién del filtro de Kalman, las funciones de distribucién
de probabilidades de las fuentes deben ser normales
(gaussianas).

Dada su recursividad el algoritmo se auto sintoniza en
cada iteracién, aun cuando no se cumplan plenamente
los requisitos de linealidad o normalidad; generalmente el
resultado es 6ptimo o al menos mejora la condicién del
sistema. En otras palabras, para sistemas no lineales y no
gaussianos, el filtro Kalman es el estimador lineal éptimo,
aunque otros estimadores no lineales pueden ser mejores [20].

Una ventaja de significante relevancia del filtro de Kalman es
que, al combinar las mediciones realizadas con un modelo, no
es necesario asegurar la repetibilidad de los experimentos,
pues con una sola ejecucién experimental, aplicando el
algoritmo del filtro de Kalman, se obtienen valores medios
con sus respectivas matrices de covarianzas, lo que incluye en
manejo de las incertidumbres.

Se propone demostrar el uso del filtro de Kalman mediante
la determinacién de la velocidad limite de un paraguas
que es lanzado desde una altura superior a 15 m al que
se le incorporé un celular como instrumento para medir
la aceleracién del sistema. Debido a que se trata de un
experimento de Fisica General, creemos que resulta asequible
para estudiantes de pregrado de ciencias bdsicas y de
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ingenierfa. Una ganancia adicional es que, al sustentarse
en un experimento relativamente espectacular, resulta muy
atractivo para actividades de extensién universitaria y
popularizacién de la ciencia, aunque en este caso no se
explique el uso del filtro en detalle.

II. FILTRO DE KALMAN PARA SISTEMAS DINAMICOS
LINEALES DE TIEMPO DISCRETO

Los sistemas dindmicos lineales de tiempo discreto son
aquellos que se pueden modelar mediante:

x(t +1) = F(t) - x(t) + G(t) - u(t) 1)

z(t) = H(t) - x(t) 2

donde x(t + 1) representa el vector de variables aleatorias del
estado actual del sistema, a cuya distribucién de probabilidad
Pr[x(x + 1)] denominaremos distribucién de probabilidad a
posteriori; x(t) representa el vector de variables aleatorias del
estado anterior del sistema, cuya distribucién de probabilidad
Pr[x(t)] se denomina distribucion de probabilidad a priori, y cuya
matriz de covarianzas es P(t); F(t) es la matriz de estado del
sistema; G(t) es la matriz de entrada del sistema; u(t) es el
vector de control del agente externo, con E[u(f)] = 0 y cuya
matriz de covarianzas es E[u(t) - u(s)T] = 6 - Q(t); y z(t) = z
es el vector de medicién, que se relaciona con el vector estado
mediante una transformacién lineal H(t) = H, es generado
por la funcién de verosimilitud y su matriz de covarianzas
estd determinada por E[z(t) - z(s)] = 6 - R(t) = R [1-3,10,11].

La aplicacién del algoritmo del filtro de Kalman es factible
siempre que la funcién de densidad de probabilidad de los
valores de las variables se pueda asumir como normal y
que el ruido correspondiente a los procesos de medicion sea
también gaussiano [1-4]. Haciendo uso del Teorema de Bayes
para distribuciones de probabilidad, con el producto de la
verosimilitud por la distribucién a priori se obtiene el valor
en el que la distribucién a posteriori se maximiza [12]. El
algoritmo del filtro de Kalman se puede plantear tanto para
sistemas lineales continuos como de tiempo discreto:

1. Partiendo de las condiciones iniciales, el estado del sistema
en el instante anterior x(t) y su matriz de covarianza P(t), se
halla el estado del sistema de acuerdo al modelo:

xp(t +1) = xp = F(t) - x(t) + G(¢t) - u(t) ©)]

y su matriz de covarianzas:

Pp(t+1) =xp = F(t)- P(t) + G(t) - u(t) 4)
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2. Se introducen las mediciones del estado actual del sistema
z(t), y se determina la ganancia de Kalman:

Kg=Pg-H'[H-Pg-H' +R]™! (5)

3. Se combinan ambas fuentes de informacién, modelo
(distribucién a priori) y mediciones (funcién de
verosimilitud), para dar el valor mds probable del estado
del sistema (maximizando la distribucién a posteriori):

xa = xp + Kg(z — Hxp) (6)
y obteniendo su matriz de covarianzas:
Pyp=Pg—Kg-H-Pp )

4. Los valores obtenidos del vector del estado actual del
sistema y su matriz de covarianzas se convierten en el vector
del estado anterior del sistema y su matriz de covarianzas,
para dar lugar a una nueva iteracién del filtro [1-3,10,11].

II. EL EXPERIMENTO
El montaje experimental consiste en un paraguas con un
teléfono inteligente que se dejé caer desde el cuarto piso
del edificio de la Facultad de Fisica de la Universidad de La
Habana para medir mediante los acelerémetros, la aceleracién
durante la caida (Fig. 1).

Para modelar el sistema se asume que solamente actdan la
fuerza de gravedad y la friccién con el aire, cuyo régimen
se determina cuadréatico. Esto tltimo se adopta debido a la
baja velocidad cinética del aire, lo que implica que el ndmero
de Reynolds sea superior a 18 000 y predomine un régimen
turbulento [21-23].

Figura 1. Caida del sistema paraguas-celular durante los Gltimos 3.0 metros
de su trayectoria.

Aplicando la segunda Ley del movimiento mecanico en una
dimensién se tiene que:

do

m-g—po=m- (8)
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Teniendo en cuenta las condiciones inciales, planteamos:

t v i
m v
[a=% % ©)
mg _ 2

0 P o P ¢
de donde se obtiene:
- %’tanhz( l%t) (10)
Sustituyendo la expresion de la velocidad limite se llega a:

- 28
v = vitanh (;t) (11)

I

A partir de los valores de la masa del sistema, eldrea y forma
de la seccién frontal del paraguas y de la temperatura del
aire, se determiné que g/v; 7.8s7! [13]. Esta relacién permite
linealizar la ecuacién del modelo, a partir de un cambio de
variable ! = tanh?(7.8s7!-t), y asumiendo la condicién de que la
velocidad limite es alcanzada cuando v = 0.94-v;, determinada
a partir de la resolucién del sensor del celular [14], llegdndose
a la ecuacién del modelo:

a(l+1) =a(l) - g- Al 12)

Ganancia de Kalman
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Figura 2. Curvas del resultado de la simulacion para calcular la varianza.

Volviendo a aplicar este procedimiento, se logra un valor
6ptimo para la varianza de Q = 3.62 - 107°m?/s*. En la Fig.
3 es evidente como con este valor convergen rdpidamente la
ganancia de Kalman, al valor éptimo lim;_,., KG = 0.500, y la
matriz de covarianzas del estado del sistema, a la varianza del
vector de control lim;_,., P(I) = Q.

Otro procedimiento, cuando se conoce parcialmente la matriz
de covarianza y se sabe que su valor es pequefio, consiste en
asignar aleatoriamente valores préximos a cero en la matriz
de covarianzas y analizar la convergencia de la ganancia de
Kalman y la varianza del vector del estado actual del sistema
aplicando el algoritmo. En la Fig. 4 se muestra el resultado
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de este método asignado Q = 8.5 - 10°m?/s*, dando como
resultado que lim;_,., KG = 0.289 y lim;,.P(I) = 2.5 - Q.

6 Ganancia de Kalman

4 Matriz de covarianza

w

-

Varianza (10'4 mz/s4)
)
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T (ms)

0l . . ok
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Figura 3. Comportamiento de la ganancia de Kalman y la varianza del vector
del estado actual del sistema durante la ejecucion del algoritmo del filtro de
Kalman en su m’aximo rendimiento.
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Figura 4. Comportamiento de la ganancia de Kalman y la varianza del vector
del estado actual del sistema con Q = 8.5 - 1072m?/s*.

El mas f4cil de los casos es cuando se conoce la matriz
de covarianzas del vector de control. En nuestro montaje
experimental tenemos que la aceleracién de la gravedad
¢ = (9.786 F 0.0006)m/s* [19]. En la Fig. 5 se muestra el
comportamiento de los principales pardmetros para este
valor de varianza, donde se tiene que lim;,.,, KG = 0.200,
y lim;, P(I) =4.0- Q.
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Figura 5. Comportamiento de la ganancia de Kalman y la varianza del vector
del estado actual del sistema con Q = 3.6 - 1072m?/s*.

A pesar de las diferencias en los limites de convergencia de la
ganancia de Kalman y la varianza del vector del estado actual
del sistema para cada uno de los procedimientos aplicados, no
encontramos una diferencia apreciable en los resultados; como
mostramos en la Fig. 6. Todos los resultados del estado actual
del sistema se encuentran entre los valores esperados segtn
el modelo y las mediciones del sistema, lo que demuestra la
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efectividad del algoritmo.

1 Paraguas

© KF Q=3.62.10" m?/s*
KF Q=8.5-10"° m%/s*
* KF Q=3.6-10"° m%/s*
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Figura 6. Tres implementaciones del algoritmo del filtro de Kalman

Como condicién de haber alcanzado la velocidad limite se
us6 v = 0.94-v; en las tres implementaciones del algoritmo del
filtro de Kalman. Los resultados son mostrados en la Tabla 1:

Tabla 1. Determinacién de la velocidad limite

Q(m2/s4) TI(s) vl(m/s)
3.62-107% | 2.13%0.01 1.26 ¥ 0.01
85-10° | 2.19F0.01 | 1.232F0.008
3.6-10° | 2.17F0.01 | 1.224 F0.007

Se puede observar que al llegar al valor éptimo de la varianza
el algoritmo converge con mayor rapidez, pero no aumenta
la precisién del resultado, efecto que si ocurre cuando se
minimiza el valor de la matriz de covarianzas del vector de
control.

La implementacién usada del algoritmo de Kalman se puede
observar a continuacién:

for: k=2:(length(L))

for i=1:3

Am(i k) = M(i,k-1)-g*dL(i k-1);
Yoactualizacion de la eq. 12
Pb(i,k)=Pb(ik-1)+Q(i);

Yoactualizacion de la eq. 4
KG(i,k)=Pb(i,k)/(Pb(ik)+R)

Yactualizacion de la eq. 5
Aa(ik)=Am(ik)+KG(ik).*(AA( k)-Am(,k));
Yactualizacion de la eq. 6

Pa(i,k)=(1-KG(i, k))*Pb(i,k);

Yactualizacion de la eq. 7

Pb(i k)=Pa(i,k);

%transformacion del estado a posteriori al estado a priori
end

end

Entre las ventajas mdas inmediatas que posee el filtro de
Kalman para introduccién en cursos de pregrado es que las
herramientas necesarias para comprenderlo e implementarlo
son, por lo general, dadas en los primeros afios de las carreras
de ciencias o ingenierias, como son programacién, calculo
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diferencial e integral, ecuaciones diferenciales ordinarias de
primer o segundo orden y probabilidades. Experiencias sobre
ello se aprecian en [7, 8].

Al obtenerse la distribucién a posteriori, como el producto
de la verosimilitud por la distribucién a priori, hecho que
maximiza la distribucién a posteriori y minimiza su matriz de
covarianzas [2,3,12], y realizarse el manejo de los datos a partir
de los vectores de valores medios y sus respectivas matrices
de covarianzas, se estd incluyendo en el procesamiento de los
datos en anélisis de las incertidumbres de las mediciones.

Al no ser necesaria la repetibilidad de los experimentos al
aplicar el filtro de Kalman a un montaje experimental para
reportar los resultados, permite su aplicabilidad a problemas
que de otra manera solo serian manejados por simulaciones
o donde la repetibilidad tuviera altos costos. Este tipo de
situaciones complejas no son, por lo general, deseables en
ambientes de ensefianza, en donde se tratan habitualmente
montajes experimentales simples.

IV. CONCLUSIONES

El filtro Kalman permite aumentar la precisién en las
mediciones y es muy ttil en situaciones donde la repetibilidad
de los experimentos es muy dificil. El andlisis de la
rapidez de convergencia del algoritmo es un aspecto
esencial que debe dominar quien lo implemente, por lo que
debe de especialmente tratado en cursos que trabajen los
filtros Kalman. La resolucién de problemas experimentales
complejos 0 no repetibles, por la cantidad de parametros
no controlables que pudieran incluir, se acerca mds a
situaciones que, en ambientes laborales, tendria que resolver
profesionales del campo de la ciencia y la ingenieria,
razén que muestra su utilidad para estudiantes. En el
futuro experimentaremos con otras variantes de filtros
Kalman como el filtro Kalman extendido (EKF) y el filtro
Kalman “unscented” (UKF), y se mostraran resultados de su
ensefianza.
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