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Sumario. El movimiento browniano es un fenémeno cuyo estudio fue clave para el avance de la Fisica y de la Quimica
en los inicios del siglo XX. Es hoy una temadtica de actualidad, como lo evidencian el desarrollo de la teorfa de fracta-
les, las investigaciones sobre contaminacién ambiental y motores brownianos. Estudiar experimentalmente dicho
fenémeno y simularlo, constituyen actividades de aprendizaje de especial importancia y vigencia en la formacién
cientifica universitaria. Ello es particularmente factible en nuestros dfas, gracias al amplio uso de los ordenadores y de
la fotograffa digital. En nuestro trabajo mostramos vias sencillas para la observacion y filmacién del movimiento brow-
niano y, con ello, para la comprobacién experimental de la férmula de Einstein. En la realizacién de las mediciones
empleamos el software Andlisis de Imdgenes creado por nosotros. Describimos también tareas docentes relativas a la
simulacién del movimiento de particulas brownianas y de la distribucién de estas con la altura.

Abstract. Brownian motion is a phenomenon whose investigation was a key to advance of Physics and Chemistry in the
beginnings of XX century. For experimental study of this phenomenon we have developed a set of activities. In our
work we show a simple way to observe Brownian motion and for experimental verification of Einstein’s formula. To
accomplishment measurements we use our software Andlisis de Imdgenes. We also described activity about simulation
of Brownian motion and particles distribution.

Palabras clave. Medios audiovisuales 01.50.F-, uso de computadoras en la ensefianza de Fisica 01.50.ht, Uso de com-
putadoras en el laboratorio 01.50.Lc.

1 Introduccion

Por su importancia y actualidad el movimiento brownia-
no es un fenémeno ampliamente estudiado en los cursos
de Fisica General. Facilitar su comprension, observacién
y las mediciones que permiten caracterizarlo es una tarea
de la didactica de la Fisica, cuyas diversas soluciones
son seguramente bien acogidas. Mds aun, si ello va
acompafiado de materiales apropiados para la educacion
a distancia.

Nosotros hemos confeccionado un libro electrénico
con exposiciones tedricas, videos ilustrativos, sistemas
de tareas para el aprendizaje, problemas experimentales,
simulaciones interactivas y una compilacién de materia-

les de interés que abarca fragmentos de obras de Eins-
tein, Perrin, Mandelbrot, etc. relativas al tema ' Son
numerosos los trabajos ya realizados con propdsitos si-
milares, que han mostrado su utilidad. Del nuestro pre-
sentamos solamente algunos elementos los cuales, en
nuestra opinién, pueden servir para incentivar la orienta-
cion investigadora del aprendizaje.

2 Observacion y filmacion del
movimiento browniano

Con el objetivo de que pueda ser realizada facilmente en
cualquier centro universitario o instituto de ensefianza
secundaria, utilizamos equipos tipicos de un laboratorio
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docente y materiales de bajo coste:

1) microscopio con aumento entre 600 y 1500, 2) pas-
tilla de acuarela, pincel y recipiente con agua, 3) porta-
objetos excavado, 4) camara digital de 3 Mp o superior,
con capacidad para tomar videos, 5) tripode (o equiva-
lente construido con varillas metalicas, nueces y morda-
zas del laboratorio), 6) software para el procesamiento
de video.

Llenamos de agua la cavidad del portaobjetos. Si se
deslie acuarela en el agua (también leche, pasta dental,
tinta china), se crea una suspensiéon de granulos mi-
croscopicos de diferentes tamafios y formas (en sus ex-
perimentos Perrin usé gutagamba y madstique, resinas
empleadas en la fabricacién de pinturas y barnices). Una
vez preparados la suspension y el microscopio con algu-
no de los aumentos indicados, visualizamos el movi-
miento de los corptisculos.

Conviene mostrar la imagen a los presentes con un te-
levisor o proyectdndola sobre una pantalla. Asi el movi-
miento browniano se aprecia claramente cuando el au-
mento estd entre 600 y 800. Si la suspension de acuarela
se prepara en un vaso de precipitado y es calentada du-
rante 20 — 30 minutos a unos 80 °C, se detectan con el
microscopio particulas brownianas esféricas.

Para filmar el movimiento de las particulas, el objeti-
vo de la cdmara fotografica acoplada al tripode se coloca
sobre el ocular del microscopio. Todo el sistema se ajus-
ta hasta que en la pantalla LCD de la cdmara se vean los
corpusculos en movimiento. El zoom del aparato permite
aumentar atin mds el tamafio de la imagen. En este pun-
to, con la habitacion a oscuras, se hace la filmacion. La
cédmara digital puede estar conectada a un proyector o te-
levisor, que hacen visibles las imdgenes a todos.

Sobre la base de las técnicas descritas con anteriori-
dad, hemos preparado tres videos que pueden ser utiliza-
dos para la realizacién de mediciones (Fig. 1). Estas
ultimas se llevan a cabo utilizando el software Andlisis
de Imégenes creado por nosotros 2.

3 Comprobacion experimental de la
formula de Einstein

Después de estudiar las ideas fundamentales de la te-
orfa del movimiento browniano se puede proponer a los
alumnos la resolucidén del siguiente problema experimen-
tal:

Los videos de la serie Particulas Brownianas repro-
ducen el movimiento de corpiisculos de acuarela en
agua. Con el objetivo de comprobar la formula de FEins-
tein:

- Utiliza el programa Andlisis de Imdgenes y los videos
mencionados para comprobar la proporcionalidad dire-

cta entre <Ax2> y At.

- Estima el niimero de Avogadro. Compara tus resulta-
dos con los que obtuviera Perrin.

- Menciona las principales fuentes de incertidumbres
experimentales y como disminuirlas al realizar el expe-
rimento de comprobacion de la formula de Einstein.

- Antes de hacer la experiencia confecciona previamente
una guia donde indiques como procederds al hacer las
mediciones y los cdlculos. La temperatura del ambiente
durante la filmacion era de 20 °C. El coeficiente de vis-
cosidad del agua a esa temperatura es n = 1,00 -1 0° kg
/(m-s).
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Figura 1. Particula browniana observada con el software Ana-
lisis de Imdgenes.

A continuacion presentamos una idea global de la re-
solucién de la tarea. Recordemos que para el caso de una
particula esférica de radio a, suspendida en un fluido de
viscosidadn, resulta:

RT At
()= 3 32

1
N, 3mn )

donde <Ax2> es el valor del desplazamiento cuadratico

medio de la particula realizado en el lapso At y en la di-
reccién x, T es la temperatura absoluta, R la constante de
los gases y N, el nimero de Avogadro. Puesto que el
movimiento browniano es isétropo, se cumple

(a) =(a?) = {ac%).

En cada uno de los videos a que se refiere el enuncia-
do del problema experimental, se selecciona un corpus-
culo browniano esférico, cuyo recorrido se sigue a lo
largo de toda la pelicula. Determinando con el programa
Andlisis de Imdgenes la posicion del corpisculo al cabo
de intervalos de tiempo At = 1 s, se obtiene una muestra
experimental con mds de 60 desplazamientos sobre el
plano que denominamos XOY. En virtud de la equipro-
babilidad de las direcciones de movimiento X e Y, las
proyecciones de los desplazamientos sobre dichos ejes
son estadisticamente equivalentes. Es decir, a los efectos
de nuestro andlisis los valores de Ay pueden ser tomados
como de Ax y viceversa. De esta forma es posible contar
con mds de 120 datos experimentales para comprobar la
relacién (1).
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Simbolicemos con la letra A el radio aparente de una
particula browniana, vista con el programa Andlisis de
Imdgenes. Sea M el aumento del video observado con el
software. Entonces A =aM . Representemos con la letra
d los valores de los desplazamientos en las direcciones X
e Y, medidos directamente sobre los fotogramas y expre-
sados con las unidades de longitud usadas en el software
Andlisis de Imdgenes. En virtud de la isotropfa del mo-
vimiento asociemos dichos valores al eje X. Entonces

obtenemos <d 2> =M"? <Ax2> . Adecuando la férmula de

Einstein a nuestro experimento tenemos:
<d2>=M3£ A @)
N, 37An
La Tabla I y la Figura 2 son una muestra de resultados
experimentales. Obsérvese en el grafico, por una parte,
el elevado coeficiente de correlacion de las rectas ajusta-
das y, por otra; que la linea de pendiente mayor corres-
ponde a la particula de menor radio, como era de esperar
si se cumple la relacién de Einstein.
El gréifico experimental se utiliza para determinar el

w3 RL
N, 31An

del cual estimamos el nimero de Avogadro. Si tomamos

la temperatura de la muestra igual a la del ambiente du-

rante la filmacién (7 = 293 K), para los datos experimen-

tales de la Tabla I obtenemos 5,8-1023 mol’! y 6,6-1023

mol™ con las particulas 1 y 2 respectivamente.

Las principales fuentes de incertidumbre experimental
en la solucion del problema son los datos de la medicién
de tres magnitudes: los intervalos de tiempo At, la com-
ponente d de los desplazamientos brownianos y el radio
aparente A.

Determinamos lapsos de 1, 2,..., 8 segundos, cono-
ciendo que el video pasa 25 fotogramas por segundo. De
ahi que el error relativo maximo en la mediciéon del
tiempo no supere el 4%. Para disminuirlo habrad simple-
mente que aumentar la duracién de los intervalos medi-
dos.

Cuando localizamos con el programa Andlisis de
Imdgenes la posicién de un punto en un fotograma, el
error con que se mide tiene la misma probabilidad de ser

coeficiente de proporcionalidad , a partir

por exceso que por defecto. En el calculo de <d2> tales

errores aleatorios practicamente se compensan si el
nimero de mediciones es suficientemente elevado. Para

disminuir la incertidumbre en la medicion de <d2> es
clave aumentar la cantidad de datos de la muestra es-
tadistica. De este modo, el estimado de <d2> también se

aproximara mejor a su limite estadistico.

La correcta determinacién del didmetro de la particula
es decisiva en el cdlculo del nimero de Avogadro. De-
pendiendo de la profundidad a que se halla el corpisculo
en la suspension acuosa, se observa como si cambiara de
tamafio. Nosotros hallamos el didmetro de la particula,
promediando tres medidas realizadas a partir de foto-

gramas en los que el corpusculo se aprecia con las mayo-
res dimensiones. Excluimos, claro estd, las imdgenes de
difraccion facilmente distinguibles por el punto luminoso
central.
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Figura 2. Gréfico experimental.

Tabla L.
Resultados experimentales
Particula 1 Particula 2
A =28 mm A =195 mm
s () (%)
1,0 7,5 10,0
2,0 16,4 19,0
3,0 24,4 30,6
4,0 30,9 39,6
5,0 39,9 49.9
6,0 48,8 57,9
7,0 55,7 66,4
8,0 62,0 73,2

Examinar las principales fuentes de error en la expe-
riencia descrita, crea el contexto apropiado para plantear
la siguiente tarea *:

Propon una version mejorada de la experiencia que
realizaste para validar la formula de Einstein. Halla la
informacion necesaria en la Compilacion de Materiales.

El analisis de las fuentes de error, de cémo reducir las
incertidumbres y precisar vias concretas para mejorar los
resultados obtenidos se encuentran entre las actividades
que consideramos para desarrollar la actitud critica de
los alumnos.

4 Simulaciones de movimiento
browniano y distribuciéon de particulas

A continuacién enunciamos y resumimos la solucién de
algunas tareas relativas a la utilizacion de las técnicas de
Montecarlo para construir modelos de suspensiones
brownianas. He aqui algunos enunciados:

Argumenta que los desplazamientos brownianos tie-
nen distribucion normal. Precisa la varianza y la espe-
ranza matemdtica correspondientes.

- Construye un algoritmo para simular el movimiento de
una particula browniana en un plano horizontal.
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- Implementa en un programa informdtico un algoritmo
para modelar la distribucion de particulas brownianas
con la altura.

Sobre la base del teorema central del limite en la teor-
fa de las probabilidades, se argumenta el cardcter normal
de la distribucién de los desplazamientos Ax. Por otra
parte, se justifica que la esperanza matemadtica de los
desplazamientos brownianos es cero y la varianza es

(ac).

Describamos ahora cémo obtener valores de una
magnitud aleatoria con distribucién normal. Sean u; y u,
los valores de dos variables aleatorias independientes
con distribucién uniforme en (0, 1]. Para generar la va-
riable r con distribucién pricticamente normal, esperan-
za matemdtica 4 y varianza ¢, se emplea alguna de las
dos férmulas siguientes:

r=04-2lny, cos(27r u2)+,u 3)
r=04-2lnuy, sen(Zﬂ' uz)—i-,u “)

El software habitualmente utilizado durante la realiza-
cién de célculos numéricos, tiene incorporado algin ge-
nerador de niimeros pseudoaleatorios en el intervalo [0,
1] que satisface las condiciones para simular » mediante
las férmulas (3) 6 (4). Otra alternativa de simulacién de
variables aleatorias con distribucién normal, mas lenta,
es utilizar el propio teorema central del limite.

En calidad de material did4ctico nosotros elaboramos
el video Modelo de Movimiento Browniano, que cons-
truimos ensamblando fotogramas generados a partir de
los procedimientos descritos para la modelaciéon de la
distribucién normal. Cada fotograma (Fig. 3) simula la
posicién de particulas brownianas esféricas (a = 2,12-10°
>cm), suspendidas en agua a 20 °C. En el algoritmo de
célculo consideramos variables aleatorias independientes
a las componentes Ax; y Ay; (i = 1, 2,...) de los despla-
zamientos en el plano. También impusimos la condicién
de que estuvieran normalmente distribuidas con esperan-

. . . RT A4
za matemadtica ¢ = 0 y dispersién D = ——T; donde

N, 3man
A7 = 0,04s, es el intervalo de tiempo entre dos fotogra-
mas.

En relacién con esta simulacidn, es posible plantear a
los alumnos la tarea siguiente:

¢ Corresponderdn a la férmula de Einstein y tendrdn
distribucion normal los desplazamientos de las particu-
las brownianas del video, cuando se midan al cabo de
intervalos de tiempo At > AT ?

La pregunta anterior se responde utilizando nociones
basicas de la teorfa de las probabilidades *.

Analicemos ahora la simulacién de la distribucién ex-
ponencial de las particulas brownianas con la altura z. En
este caso habra que considerar la densidad de probabili-
dad

-z

flz)=ae )

4 m’(p—py)g

kT
matemdtica y la coordenada z toma valores en el interva-
lo [0, ). En la expresién anterior p y o son las densi-
dades de las particulas y del fluido respectivamente, g es
la aceleracién de la gravedad y k, la constante de Boltz-
mann.

El procedimiento de Montecarlo que permite obtener
los valores de la variable aleatoria con las caracteristicas
dadas, se reduce a lo siguiente:

1. Definir el nimero total n de particulas que se obser-
vardn.

2. Definir la constante .

3. Generar la variable aleatoria u; con distribucién uni-
forme en (0, 1].

donde « = coincide con la esperanza

4. Calcular z = —lln uj.
a

5. Repetir n veces los pasos 3 y 4.

Figura 3. (Izq). Fotograma del video de simulacién Movi-
miento Browniano. Figura 4. (Der). Distribucién exponencial
de las particulas.

Siguiendo el algoritmo anteriormente descrito se de-
terminan las coordenadas de las particulas en la direc-
ciéon vertical. Para calcular las coordenadas de los
corpuisculos en una direccién perpendicular al eje Z, to-
mamos en cuenta la equiprobabilidad de las posiciones
en un plano horizontal de la suspensién simulada. Su-
pongamos que en la direccién X, es b la longitud de la
arista de cierta cavidad rectangular que contiene la mues-
tra. Entonces, en esa direccién las coordenadas tienen
distribuciéon uniforme en [0, b]. Las coordenadas x se
calculan mediante el siguiente procedimiento:

1. Definir el valor de la arista b de la cavidad.

2. Generar la variable aleatoria u, con distribucion uni-
forme en [0, 1].

3. Calcular los valores de x=b-u, en [0, b].

Un programa hecho con Mathematica ejecuta los al-
goritmos descritos y representa graficamente la distribu-
cién exponencial de las particulas brownianas (Fig. 4).

5 Conclusiones

Los experimentos que realizé Perrin son completos y
unicos. Hoy, sin grandes recursos, las nuevas tecnologias
informaticas posibilitan que los estudiantes realicen al-
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gunas actividades intelectuales similares a las que hicie-
ran él y sus colaboradores.

El estudio de algoritmos para la modelacién del com-
portamiento de las particulas brownianas permite aplicar
y consolidar conocimientos bdsicos de la teoria de las
probabilidades e iniciar a los estudiantes en la simula-
cién de variables aleatorias continuas en el ejemplo de
un fenémeno concreto.

No es posible prever el alcance de tales actividades,
pero es tal la importancia y actualidad del conocimiento
del movimiento browniano y de las técnicas de Monte-
carlo, que podemos esperar que en un futuro sean tipicas
durante la formacién universitaria en algunas especiali-
dades. A ello contribuird, sin dudas, crear materiales de
calidad que sirvan a la educacién a distancia.
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