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In this work, an educational tool for teaching numerical bisection
and secant methods through its hardware implementation with an
Arduino Due based card is presented. It is an accessible practice
for the university level in which students who are not familiar with
the programming languages can learn both numerical methods and
the Arduino programming language due to its accessibility and
simplicity. To verify results and as a means of debugging programs
in the Arduino language, a spreadsheet is also used. As a case
study, the classic problem of the 4-bar mechanism is revisited
from a technological perspective, using a 32-bit microcontroller as
a calculation tool. It is expected that development of traditional
practices which are reviewed from a technological approach applied
to real case studies, will encourage students to develop new
prototypes and tangible technological developments by using the
software and hardware tools to implement algorithms of numerical
methods that solve complex engineering and physics problems.

En el presente trabajo se presenta una herramienta educativa
para la ensefianza de los métodos numéricos de biseccion y
secante a través de su implementacion en hardware con una
tarjeta basada en Arduino Due. Se trata de una practica accesible
para nivel universitario en la cual los estudiantes que no se
encuentran familiarizados con los lenguajes de programacion
pueden aprender paralelamente métodos numéricos y el lenguaje
Arduino dado su accesibilidad y sencillez. Para verificar resultados
y como un medio de depuracién de los programas en lenguaje
Arduino ademas se utilizd una hoja de célculo. Como caso de
estudio se revisita el problema clasico del mecanismo de 4 barras
desde una perspectiva tecnologica, al utilizar un microcontrolador
de 32 bits como herramienta de calculo. Se espera que el
desarrollo de practicas tradicionales que revisitadas desde un
enfoque tecnolodgico aplicado a casos de estudio reales, incentive
a los estudiantes a desarrollar nuevos prototipos y desarrollos
tecnolégicos tangibles al contar con las herramientas de software y
hardware para implementar algoritmos de métodos numéricos que
resuelvan problemas complejos de fisica e ingenieria.

PACS: Computer use in laboratory (uso de la computadora en
(experimentos y aparatos de laboratorio laboratorio), 01.50.Pa;
demostrativos en la ensefianza de la fisica), 01.50.My.

La materia de métodos numéricos forma parte de las
asignaturas de tronco comuin para la mayoria de los planes de
estudio de universidades e institutos de formacién superior,
principalmente en las &reas de ingenieria. Los métodos
numéricos son considerados como una herramienta esencial
para el estudio del comportamiento de fenémenos fisicos
complejos, utilizando modelos matemédticos que permiten
obtener soluciones de manera aproximada. Como una guia
para los alumnos se han publicado diversas obras para ser
tomadas como referencia en el 4rea, sin embargo en sumayoria
se percibe que fueron escritos por profesores de matemaéticas,
por lo que hay pocos casos de estudio que se enfocan y aplican
en el mundo real [1]. Aunque es posible dictar el curso a
través del uso de papel y calculadora, el esfuerzo de los
estudiantes se incrementa toda vez que deben ser cuidadosos
con las operaciones que realizan de forma manual [2]. Se
debe recalcar que el verdadero potencial de los métodos
numéricos se alcanza al ser implementados en sistemas de
cémputo [3], los cuales tienen la capacidad de automatizar
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el laboratorio), 01.50.Lc; laboratory experiments and apparatus
demonstration experiments in physics education (experimentos

los procesos hasta alcanzar una determinada condicién, por
ejemplo, la obtencién de un error relativo asociado a una
solucién valida del problema. Considerando que en ocasiones
alumnos de diferentes carreras de Ingenierfa Mecanica, Civil,
Electrénica, Ambiental y Quimica entre otras, acuden a un
curso comun, el uso de hojas de célculo ha mostrado ser
una herramienta ttil para implementar métodos numéricos
durante el proceso de ensefianza y aprendizaje [3], [4]. La
mayoria de los estudiantes ya se encuentran familiarizados
con el uso de hojas de célculo, fundamentalmente con el
uso de la funcién de arrastre que permite automatizar los
procesos de cdlculo en filas y columnas. Este conocimiento
previo, es de gran ayuda para los estudiantes al implementar
métodos numéricos usando la hoja de célculo. Se ha observado
que la implementacién de los métodos numéricos en otros
lenguajes de programacién consume un mayor tiempo y
esfuerzo. En algunos casos, los estudiantes se enfocan en el
aprendizaje de los distintos lenguajes de programacién para
su implementacién [1], [2], [4]. La situacién se acentda para
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aquellos que han tenido poca o nula instruccién previa en el
drea de programacion.

Considerando que se debe fomentar el desarrollo de las
destrezas y nuevas habilidades de los estudiantes de
distintas dreas para afrontar su futuro profesional, se ha
propuesto un proyecto que fomenta la implementacion
de los algoritmos de biseccién y secante en lenguaje
Arduino. Recientemente se ha reportado el anélisis de temas
como interpolacién, diferenciaciéon e integracién numérica
utilizando la plataforma Arduino [5]. Se encontré que el
estudio de problemas reales utilizando hardware de bajo
costo, motiva el aprendizaje de los estudiantes. En este
sentido, el objetivo de este trabajo se centra en promover el
uso de hardware accesible, que permita estimular e incentivar
el aprendizaje de métodos numéricos para aproximar la raiz
de una ecuacién: el método de biseccién y la secante.

La implementacién se realiza utilizando hardware accesible y
de bajo costo, retomando como caso de estudio el mecanismo
clésico de las 4 barras [6]. La propuesta tiene la intencién de
que en un futuro préximo, los estudiantes puedan desarrollar
prototipos y desarrollos tecnoldgicos tangibles, que den
solucién a los problemas de distintas dreas de la fisica e
ingenieria a través del uso de los métodos numeéricos. Para
este trabajo, se han considerado los muiltiples beneficios
observados al utilizar Arduino como una herramienta de
aprendizaje [7]. Por su parte, la tarjeta Raspberry Pi ha
mostrado su potencial como herramienta educativa; se
ha reportado la implementaciéon de métodos numéricos
enfocados en resolver un problema tradicional, como lo es la
carga y descarga de un circuito RC [8]. Para la implementacién
de esta propuesta, se ha decidido utilizar la tarjeta basada
en Arduino Nano; considerando que tiene un precio maés
reducido y el lenguaje de programacién simplificado basado
en C, resulta amigable con los nuevos usuarios.

La exploraciéon de problemas y experimentos clédsicos de
laboratorio fisica, utilizando dispositivos méviles y tarjetas
educativas, se ha incrementado recientemente [9], [10]. Esto
ha permitido abordar problemas tradicionales con un enfoque
tecnolégico; el uso de dispositivos digitales le brinda a los
estudiantes una nueva perspectiva para el desarrollo de
aplicaciones tangibles en el mundo real. Se espera que este tipo
de experiencias durante su formacién académica, promueva
el desarrollo de dispositivos electrénicos que se comuniquen
con teléfonos inteligentes, ademéds de las herramientas de
hardware disponibles, interconectadas a través del internet
de las cosas. El desarrollo de dispositivos electrénicos debe
enfocarse en solucionar los problemas de una sociedad cada
vez més digitalizada.

En este trabajo, el caso de estudio analizado corresponde a
la ecuacién clasica de Freudenstein [6] para la sintesis del
mecanismo de 4 barras, el cual ha sido utilizado como una
ecuacién modelo para el aprendizaje de diferentes métodos
numéricos que obtienen la raiz de ecuaciones no lineales [11].
Se integra el componente tecnolégico de hardware accesible
y de bajo costo para la implementacién de los algoritmos
de biseccién y secante en una tarjeta basada en Arduino
Nano. El problema que se desea resolver a través del método
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numérico implica aproximar el dngulo de Salida cuando se
tiene un determinado dngulo de Entrada. Se retoman las
longitudes de cada una de las 4 barras: 10, 8, 6 y 4 centimetros
respectivamente. Mediante el software de disefio Sketchup en
linea, se ha representado la situacién del mecanismo de las 4
barras. El modelo en 2 dimensiones representa una geometria
del mecanismo de 4 barras que define sus longitudes y
dngulos, el resultado puede observarse en la Figura 1.

e
;
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#nirada = 50.000 grados
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Figura 1. Representacion en 2 dimensiones del mecanismo de las 4 barras.

La funcién de transportador integrada en el software Sketchup
en linea, permite realizar la medicién de dngulos directamente
sobre la geometria; en este caso se aprecia que al tener
un dngulo de entrada de 50.000°, se obtuvo una medicién
gréfica para el angulo de salida de 39.810°. Se observa que a
través del software de disefio en linea, es posible obtener un
valor cercano a la solucién analitica, lo cual le permite a los
estudiantes tener una herramienta grafica de verificacién de
resultados; considerando que la solucién exacta del dngulo de
salida es 39.81040° [11].

La ecuacién simplificada que relaciona el angulo de entrada y
el dngulo de salida, tiene la siguiente forma [11]:

1)

5 11
gcosa—zcosﬁ+z—cos(a—ﬁ)—0

Donde a representa el dngulo de entrada y p representa
el angulo de salida. Se han implementado los métodos de
biseccién y secante en una tarjeta basada en Arduino Nano.
Adicionalmente, como un medio de verificacién y rastreo de
resultados, se recomienda implementar ambos métodos en
una hoja de célculo. Los resultados obtenidos, al implementar
el método de la biseccién en la tarjeta basada en Arduino
Nano, se observan en la Tabla .

Tabla 1. Implementacion del algoritmo de Biseccion en una tarjeta basada en
Arduino Nano.

Iter | Raiz aprox. | Error Relativo

porcentual

1 35.000000

2 37.500000 6.666667 %

3 38.750000 3.225806 %

4 39.375000 1.587302 %

18 39.810447 0.000096 %

19 39.810428 0.000096 %
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Para la implementacién en lenguaje Arduino del método de
la biseccién, se consideré 30° y 40° como los limites inferior
y superior del intervalo de bisqueda donde se encuentra la
raiz. Tanto para el caso de la implementacién del algoritmo
de la biseccién como de la secante, la definicién de la funcién
en lenguaje Arduino se hizo de la siguiente manera:

float f(float x)
{

return (1.666666)*cos(radians(50))-2.5*cos(radians (x))a

+1.833333-cos(radians(50-x));
}

Se utilizaron nimeros decimales, a fin de reducir el esfuerzo
computacional de la tarjeta con microcontrolador; con esto,
se evitd realizar las divisiones presentes de la ecuacién
simplificada del mecanismo de las 4 barras.

Tabla 2. Implementacion del algoritmo de Secante en una tarjeta basada en
Arduino Nano

Iter | Raiz aprox. | Error Relativo
porcentual
1 39.769248
2 39.810283 0.103076 %
3 39.810428 0.000364 %

La descripcién del algoritmo de biseccién y la secante, pueden
consultarse en obra publicada [12]. Es posible observar que el
método de biseccion tiene la desventaja de una convergencia
lenta, aunque se aproxima paulatinamente a la solucién
exacta. Para el método de la secante, el cual se prefiere a ser
utilizado cuando es dificil obtener la derivada de la funcién
con el método de Newton, los resultados se pueden consultar
en la Tabla . Los dos puntos de aproximacién para comenzar
el método de la secante fueron 30° y 40°; para este método no
es necesario que dichos puntos encierren la raiz, como lo es
en el caso del método de biseccién.

Se observa que la convergencia del método de la secante para
este caso es més rdpida, ademads que no fue necesario obtener
la derivada de la ecuacién ni evaluarla durante el proceso de
calculo como lo requiere el método de Newton.

Se ha presentado la propuesta de un proyecto que revisita
un problema cldsico como el mecanismo de las 4 barras
con un enfoque tecnolégico, que le permite a los alumnos
implementar algoritmos de métodos numéricos a través de
hardware accesible. Esta propuesta tiene ademads la finalidad
de que los alumnos aprendan paralelamente un lenguaje de
programacién simplificado e intuitivo basado en C, como lo
es Arduino. Se fomenta el uso de una herramienta de disefio
en 2 dimensiones, asi como el uso de una hoja de célculo,

para dotar a los alumnos con medios de verificacién visual,
que faciliten la depuracién del algoritmo de programacion,
implementado en una tarjeta con microcontrolador. El trabajo
presentado, favorece la vinculacién entre el estudio tedrico de
los métodos numéricos para resolver problemas reales desde
una perspectiva tecnoldgica. Se fomenta el uso de dispositivos
electrénicos con la finalidad de volver mds interesante y
atractivo su andlisis. En el tenor de este breve articulo, queda
in como un problema abierto, el desarrollo de una interfaz
gréfica para el procesamiento de los datos obtenidos a través
de la tarjeta con microcontrolador. Por otra parte, el desarrollo
de un prototipo tangible y funcional que permita presentar
a los alumnos el problema a resolver utilizando software y
hardware accesible. En una etapa conceptual, se ha construido
un modelo con ldminas de madera comprimida, el cual
consta de 4 barras unidas a través de tuercas y tornillos de
metal, con la finalidad de otorgar movilidad al mecanismo.
Para modificar el dngulo de entrada del mecanismo se ha
acoplado un servomotor. Sin embargo, aspectos técnicos como
la precision y exactitud para medir y controlar los angulos del
mecanismo, aiin son problemas abiertos por resolver y que se
esperan presentar en una siguiente comunicacion.
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